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Apéndice A. Demostraciones de la Sección 2.3 53
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Introducción
Todos los grupos que consideramos en este trabajo son finitos. Esta memoria
está dividida en cinco caṕıtulos, más tres apéndices. Todos los resultados
que se encuentran aqúı son originales, salvo las demostraciones del Teorema
2.5 y el Teorema 2.14. Denotamos por Teorema A, B, C. . . a los teoremas
principales de esta tesis que podemos encontrar en [3], [4] y [33]. Además,
el trabajo realizado durante el doctorado ha dado lugar a otros problemas
abiertos que aparecen como Cuestión 1, 2, 3 . . . y pueden ser objeto de más
investigación en el futuro.
Un tema clásico en Teoŕıa de Grupos es el estudio de la relación entre la
estructura de un grupo finito y sus longitudes de clases de conjugación o sus
grados de caracteres. Originalmente, el objetivo de esta tesis era la obtención
de resultados sobre órdenes de elementos análogos a los ya existentes para
clases de conjugación o caracteres. Finalmente, hemos obtenido resultados
novedosos sobre órdenes de elementos que no exist́ıan en la literatura para
grados de caracteres o longitudes de clases de conjugación.
En esta memoria estudiamos qué información puede obtenerse sobre la
estructura de un grupo a partir de la relación existente entre los órdenes de
ciertos elementos y de sus productos. Uno de los principales resultados de
este tipo es la caracterización de J. G. Thompson de los grupos resolubles. En
[40], como consecuencia de la clasificación de los grupos simples minimales,
Thompson demuestra que un grupo G es resoluble si y solo si no existen
elementos no triviales x, y, z ∈ G de órdenes coprimos dos a dos tales que
xyz = 1. En 2015, R. M. Guralnick y P. H. Tiep [18] probaron que basta
suponer la no existencia de tales elementos de orden potencia de primo
para garantizar la resolubilidad. Motivados por este resultado, uno de los
objetivos de esta tesis es obtener la versión para elementos de orden potencia
de primo del Teorema de B. Baumslag y J. Wiegold [5], el cual afirma que
un grupo G es nilpotente si y solo si para todo par de elementos x, y ∈ G de
orden coprimo, se tiene que o(xy) = o(x)o(y), donde o(x) denota el orden
del elemento x. A ráız de la obtención de esta versión (Corolario B, Caṕıtulo
3), obtenemos otras similares, además de una serie de resultados locales, que
detallamos a continuación.
En el Caṕıtulo 1 establecemos la notación y recordamos algunos resulta-
dos y definiciones generales de Teoŕıa de Grupos que nos serán de utilidad.
xv
xvi
En el Caṕıtulo 2 mencionamos resultados ya conocidos que involucran
órdenes de elementos y en los que se obtiene información sobre la estructura
del grupo o se da un criterio de pertenencia de un elemento dado a un
subgrupo normal relevante. Además, obtenemos variantes del Teorema de
Thompson. Las demostraciones de algunas de estas variantes se alejan un
poco de la naturaleza del resto de resultados de esta tesis, por ello, dichas
pruebas se pueden encontrar en el Apéndice A. Por último, damos la prueba
original del Teorema de Baumslag y Wiegold y comentamos las primeras
ideas que surgen a partir de dicho teorema.
En el Caṕıtulo 3 empezamos obteniendo una caracterización de los gru-
pos nilpotentes al estilo de la de Guralnick y Tiep para grupos resolubles.
Más precisamente, demostramos que un grupo G es nilpotente si y solo si
para todos los elementos x, y ∈ G de órdenes coprimos y de orden potencia
de primo, el conjunto de primos que divide a o(x)o(y) está contenido en el
conjunto de primos que divide a o(xy) (Teorema A). Después, nos centramos
en obtener versiones locales de dicho teorema. Por un lado, probamos que un
grupo G tiene π-subgrupos de Hall nilpotentes si se cumple que para todos
los π-elementos x, y ∈ G de órdenes coprimos y de orden potencia de primo,
el conjunto de primos que divide a o(x)o(y) está contenido en el conjunto de
primos que divide a o(xy), donde π es un conjunto de primos que divide al
orden del grupo G (Teorema C). Este resultado se convierte en un “si y solo
si” cuando el grupo es π-separable (Teorema D). Por otro lado, obtenemos la
caracterización de la existencia de subgrupos de Hall normales, en particu-
lar, caracterizaciones de los grupos p-cerrados y p-nilpotentes. Por ejemplo,
demostramos que dado un primo p, un grupo G tiene un p-subgrupo de Sy-
low normal si y solo si para todo primo q 6= p, q divide a o(xy) para todo
p-elemento x y para todo q-elemento y. Los resultados principales de este
caṕıtulo aparecen en [4] y [33]. Además, recogemos una serie de cuestiones y
resultados relacionados con los anteriores. Una de estas cuestiones ha dado
lugar a estudiar problemas sobre bases de Sylow y números de Sylow. Estos
resultados se encuentran en el Apéndice C.
En el Caṕıtulo 4 pretendemos obtener resultados en la ĺınea de los del
Caṕıtulo 3 pero para caracterizar la pertenencia de un elemento fijo a ciertos
subgrupos relevantes. Uno de los problemas principales que consideramos en
este caṕıtulo es si es cierto que un p-elemento x ∈ G cumple que x ∈ Op(G)
si y solo si para todo primo q 6= p, q divide a o(xy) para todo q-elemento
no trivial y. Hemos demostrado que esta pregunta tiene una respuesta afir-
mativa para todos los grupos que no contengan factores de composición
simples de tipo Lie en caracteŕıstica p y que un contraejemplo minimal a
dicha pregunta es un grupo almost-simple con socle uno de estos grupos.
En esta memoria, debido a su complejidad, no incluiremos la demostración
en el caso de grupos almost-simple con socle de tipo Lie en caracteŕıstica
coprima con p. Sin embargo, algunas de las técnicas utilizadas son similares
a las que se muestran en el Apéndice A, donde puede encontrarse también la
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prueba en los casos que el socle sea un grupo simple esporádico o alternado.
La prueba completa puede encontrarse en [3].
Por último, en el Caṕıtulo 5 demostramos algunos resultados que hemos
obtenido análogos a los vistos en los caṕıtulos centrales pero para clases de
conjugación y caracteres. El objetivo es tratar de caracterizar los grupos G
que cumplen que para todo par de elementos x, y ∈ G de órdenes coprimos
se tiene que xGyG = (xy)G, donde xG denota la clase de conjugación del
elemento x. Hemos conseguido probar que estos grupos son resolubles y
clasificar una familia de ellos, pero dada la abundancia de tales grupos parece
complicado obtener una clasificación completa. Al final del caṕıtulo veremos
un resultado que śı caracteriza los grupos nilpotentes como en el Teorema
de Baumslag y Wiegold pero con longitudes de clases de conjugación.




La finalidad principal de este caṕıtulo es fijar la notación que utilizaremos
a lo largo de la memoria, aśı como recordar conceptos y resultados que nos
serán de utilidad. La mayoŕıa de los resultados y notación de la que hacemos
uso pueden encontrarse en la literatura clásica de Teoŕıa de Grupos. Véase,
por ejemplo, los libros [23], [24] y [38].
Dado un entero n, denotamos por π(n) al conjunto de primos que dividen
a n. Sea π un conjunto de primos. Decimos que n es un π-número si todos
los primos divisores de n pertenecen a π. Dado un entero n, si n = pab, con
(p, b) = 1, diremos que pa es la p-parte de n. Esta noción se puede extender
a un conjunto de primos π = {p1, . . . , pr}. Si n = ab = pa11 p
a2
2 · · · parr b y
(a, b) = 1, entonces a es la π-parte de n. Por otra parte, se tiene que π′ es
el conjunto de todos los números primos que no están en π.
Recordamos que todos los grupos son finitos. Dado un grupo G, deno-
tamos por o(x) al orden del elemento x ∈ G y por π(G) al conjunto π(|G|).
Dado G un grupo y g ∈ G, podemos escribir g de forma única como el
producto de elementos g = xp1 · · ·xpn , donde xpi ∈ G es un pi-elemento
con pi ∈ π(o(g)) para todo i y xpi conmuta con xpj para todo i, j tales que
pi 6= pj . Con esta notación, decimos que xpi es la pi-parte de g. Por otro
lado, decimos que un grupo es un π-grupo si su orden es un π-número.
Ahora recordamos que un p-subgrupo de Sylow P de G es un p-subgrupo
de G tal que su orden es la p-parte del orden de G. Denotamos por Sylp(G)
al conjunto de p-subgrupos de Sylow de G y por νp(G) al número de p-
subgrupos de Sylow de G. Llamamos números de Sylow a la lista de números
νp(G) donde p ∈ π(G). Sea π un conjunto de primos. Análogamente, decimos
que H es un π-subgrupo de Hall de G si H es un π-subgrupo de G tal que su
orden es la π-parte del orden de G. Denotamos por Hallπ(G) al conjunto de
π-subgrupos de Hall de G. Los resultados que aqúı se usarán sobre la Teoŕıa
de Sylow o de Hall son bien conocidos y se usarán a menudo y en ocasiones
sin hacer ninguna referencia expĺıcita a ellos.
Dado un grupo G se llama exponente de G al mı́nimo común múltiplo
de los órdenes de todos los elementos de G y se denota por exp(G). En
particular, si G es un p-grupo, entonces exp(G) es el mayor de los órdenes
de los elementos de G. En algunas situaciones utilizaremos la convención
1
2
de la barra para denotar los grupos cocientes, es decir, dado un subgrupo
normal N de un grupo G denotamos por G al grupo cociente G/N .
Recordamos que un grupo G es metabeliano (respectivamente metaćıcli-
co) si existe un subgrupo normal abeliano N (resp. ćıclico) tal que el cociente
G/N es también abeliano (resp. ćıclico).
Dados dos elementos x, y∈G, definimos el conmutador [x, y]=x−1y−1xy.
Al subgrupo generado por los conmutadores G′, lo llamaremos subgrupo
derivado o conmutador. Aśı, podemos definir la serie derivada de G, en la
que cada término es el derivado del anterior. Se dice que G es resoluble si
existe algún término de esta serie igual al subgrupo identidad.
Un grupo G se llama π-resoluble, donde π es un conjunto de primos, si
existe una serie normal (es decir cada Ni es normal en G)
1 = N0 ≤ N1 ≤ · · · ≤ Nr = G
tal que cada factor Ni/Ni−1 es un π-grupo resoluble o un π
′-grupo. De forma
similar, definimos la π-separabilidad. Un grupo G es π-separable, donde π es
un conjunto de primos, si existe una serie normal tal que cada factor Ni/Ni−1
es un π-grupo o un π′-grupo. En particular, dado un primo p, un grupo G
es p-resoluble si tiene una serie normal donde cada factor es un p-grupo o
un p′-grupo. En este caso, como los p-grupos son resolubles, la definición de
p-separabilidad y p-resolubilidad coinciden. También coincidirán en el caso
que |π| = 2 ya que, por el Teorema de Burnside [24, p. 216], sabemos que
los grupos que tienen orden divisible por tan solo dos primos son resolubles.
Además, si los factores de alguna serie normal son ćıclicos, entonces el grupo
es superresoluble.
Existe otra serie normal asociada a conmutadores: la serie central des-
cendente. Se define γ1(G) = G, γ2(G) = [G,G] = G
′, γ3(G) = [γ2(G), G]
y, aśı sucesivamente, γc+1(G) = [γc(G), G] para cualquier c ≥ 1. Se dice
que G es nilpotente si existe un c tal que γc+1(G) = 1, en tal caso, llama-
mos clase de nilpotencia de G al menor de tales enteros c. A la intersección
de todos los miembros de esta serie central descendente se le conoce como
residual nilpotente. De hecho, es el menor subgrupo normal con grupo co-
ciente nilpotente. La definición de nilpotencia dada es equivalente a que la
siguiente serie, conocida como serie central ascendente, alcance G. Denota-
mos por Z0(G) = 1, Z1(G) = Z(G) el centro del grupo G y, sucesivamente,
Zi(G)/Zi−1(G) = Z(G/Zi−1(G)). La serie formada por los {Zi(G)}i≥1 es
la llamada serie central ascendente y, se sabe que γc+1(G) = 1 si y solo si
Zc(G) = G.
El concepto central del Caṕıtulo 3 es la nilpotencia. Por ello, vamos a
recordar algunas caracterizaciones de este concepto que son muy conocidas y
de las que haremos uso, en general, sin hacer ninguna referencia al siguiente
teorema.
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Teorema 1.1. Sea G un grupo. Las siguientes afirmaciones son equi-
valentes:
(i) G es nilpotente.
(ii) NG(H) > H para todo subgrupo propio H < G.
(iii) Todo subgrupo maximal de G es normal.
(iv) Todo subgrupo de Sylow de G es normal. Por tanto, el grupo G es
un producto directo de subgrupos de Sylow.
(v) Para cualquier conjunto de primos π, el grupo G es un producto
directo de un π-grupo y un π′-grupo.
(vi) Si x, y son dos elementos de G que tienen orden coprimo, entonces
x conmuta con y.
Siguiendo la ĺınea de la afirmación (vi) del teorema anterior, veremos en
los siguientes caṕıtulos nuevas caracterizaciones para grupos nilpotentes (y
para resolubles), basadas esencialmente en relaciones entre el producto de
los órdenes de dos elementos y el orden de su producto.
Dado un grupo G y p ∈ π(G), denotamos por Op(G) al mayor p-
subgrupo normal de G. Definimos el subgrupo de Fitting, F(G), como el
producto directo de los subgrupos Op(G) con p recorriendo los divisores pri-
mos de G. Se tiene que F(G) es el mayor subgrupo normal nilpotente de
G. Por otro lado, Op(G) denota el menor subgrupo normal de G tal que el
cociente G/Op(G) es un p-grupo.
Por otro lado, el socle de un grupo G es el subgrupo generado por todos
los subgrupos normales minimales de G. Recordamos que si F(G) = 1 y
llamamos S al socle de G, entonces S es el producto directo de los subgrupos
normales minimales de G y CG(S) = 1.
Dado un grupo G y un subgrupo normal N de G, decimos que un sub-
grupo H de G es un complemento para N en G si G = HN y H∩N = 1. Un
resultado que usaremos con frecuencia es el Teorema de Schur-Zassenhaus.
Teorema 1.2 (Schur-Zassenhaus). Si G es un grupo y N un subgrupo
de Hall normal de G entonces N posee complementos en G. Además, dos
complementos cualesquiera son conjugados en G.
Unos grupos muy conocidos en Teoŕıa de Grupos y que aparecerán en
varias ocasiones son los grupos de Frobenius. Comenzamos definiendo la
acción de Frobenius. Sean A y N grupos tales que A actúa v́ıa automorfismos
sobre N . Decimos que la acción de A sobre N es de Frobenius si xa 6= x
para cualesquiera x ∈ N − {1} y a ∈ A − {1}. Decimos que un grupo G es
de Frobenius si existen A ≤ G, N  G tales que G = AN , A ∩ N = 1 y
la acción de A sobre N por conjugación es de Frobenius. El subgrupo N se
llama núcleo de Frobenius y A complemento de Frobenius. Esto es, G = AN
es un grupo de Frobenius con núcleo N y complemento A si CN (a) = 1 para
todos los elementos no triviales a ∈ A, equivalentemente, si CG(x) ≤ N para
todo 1 6= x ∈ N .
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Otros resultados muy utilizados y conocidos son el Lema de Hall-Higman
y el Argumento de Frattini.
Teorema (Hall-Higman 1.2.3). Sea π un conjunto de primos. Sea G un
grupo π-separable, y suponemos que Oπ′(G) = 1. Entonces CG(Oπ(G)) ≤
Oπ(G).
Teorema (Argumento de Frattini). Sean G un grupo, N  G y P ∈
Sylp(N). Entonces G = NG(P )N .
Recordamos también el siguiente resultado sobre invarianza de subgru-
pos que usaremos en alguna ocasión sin referenciar. Dados A y G grupos
de forma que A actúa via automorfismos sobre G y (|A|, |G|) = 1, enton-
ces G tiene un p-subgrupo de Sylow que es A-invariante, para cada primo
p. Además, en la misma situación, si P1 y P2 son p-subgrupos de Sylow
A-invariantes de G, entonces P c1 = P2 para algún elemento c ∈ CG(A).
Se dice que un grupo no trivial G es simple si no tiene subgrupos norma-
les propios no triviales. Recordamos que los grupos simples minimales son
grupos simples no abelianos en los que todo subgrupo propio es resoluble.
A continuación, mostramos la clasificación de los grupos simples minimales,
obtenida por Thompson en [40].
Teorema 1.3. Sea G un grupo simple minimal. Entonces G es uno de
los siguientes grupos:
(i) PSL(2, 2p), donde p es un primo.
(ii) PSL(2, 3p), donde p es un primo impar.
(iii) PSL(2, p), donde p > 3 es un primo tal que p2 + 1 ≡ 0 (mód 5).
(iv) Sz(2p), donde p es un primo impar.
(v) PSL(3, 3).
Un grupo G es almost-simple si contiene un grupo simple S no abeliano
tal que S ≤ G ≤ Aut(S). Recordamos que G es un grupo quasisimple si
es perfecto (G′ = G) y el cociente por su centro es simple. Por supuesto,
si G es quasisimple tiene un único grupo simple no abeliano G/Z(G) como
factor de composición. También es cierto que, para cada grupo simple no
abeliano S, existe un único grupo G quasisimple de orden máximo tal que
G/Z(G) ∼= S. A este grupo G se le llama recubrimiento de Schur de S y a
Z(G) se le llama multiplicador de Schur de S [24, p. 272].
Otros grupos de interés son los extraespeciales. Previamente, recordamos
que dado un grupo G, el subgrupo de Frattini Φ(G) de G es la intersección
de todos los subgrupos maximales de G. Además, sabemos que Φ(G) es nil-
potente. Ahora, dado un primo p, decimos que un p-grupo P es extraespecial
si Z(P ) = P ′ = Φ(P ) es un subgrupo ćıclico de orden p. Para cada potencia
p2m+1 hay dos grupos extraespeciales no isomorfos de ese orden. Si p > 2,
uno de ellos tiene exponente p y el otro exponente p2. En el caso que p > 2 y
G tenga exponente p, vamos a recordar cómo son ciertos automorfismos de
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estos grupos, que denotaremos Ep2m+1 . Denotamos Z = Z(P ) y AutZ(P ) el
grupo de automorfismos de P que son la identidad cuando los restringimos
a Z. Por [43, Teorema 1], sabemos que AutZ(P ) es un producto semidi-
recto IS, donde I = Inn(P ) ∼= P/Z es de orden p2m y S ∼= Sp(2m, p). En
el caso que m = 1, se tiene por el Lema 9.12 del Caṕıtulo 2 de [21] que
Sp(2, q) ∼= SL(2, q).
A continuación, definimos los automorfismos de tipo cuerpo para los
grupos simples PSL(2, q), con q = 2f . Denotamos G = GL(2, q) y H =
SL(2, q) = PSL(2, q). Escribimos F = Fq para denotar el cuerpo de Galois
de q elementos. Sea ϕ el automorfismo de Frobenius ϕ : F → F dado por
ϕ(a) = a2 ∈ F para todo a ∈ F . Tenemos que ϕ ∈ Gal(F/F2).
El automorfismo de Frobenius ϕ induce un automorfismo de G aplicando
ϕ a cada entrada de la matriz x ∈ H (también en G). Se puede ver que si
sumergimos H  Aut(H), tenemos que 〈ϕ〉 ∩H = 1. Los automorfismos en
〈ϕ〉 se llaman automorfismos de tipo cuerpo.
Como es usual, con xG denotamos la clase de conjugación de x en G,
donde G es un grupo y x un elemento de G.
Acabamos esta sección con la definición de un carácter. Dado un grupo
G, una representación de G es un homomorfismo X : G −→ GL(n,C) para
algún n ∈ N. La aplicación de G en los números complejos definida por
χ(x) = trX(x) para todo x ∈ G, donde tr denota la traza, se llama carácter
(ordinario) asociado a la representación X. Dado que los caracteres no apa-
recen muy frecuentemente en esta memoria, no incluiremos en este caṕıtulo
ningún resultado sobre ellos. Sin embargo, en el Apéndice A nos serán de
gran utilidad para probar el resultado principal. También haremos uso de
ellos en el Caṕıtulo 5. Por ello, remitimos al lector al libro de Isaacs [23]
para ampliar cualquier información o resultado que aqúı no se mencione y
que sea necesario para la comprensión de la misma.
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Caṕıtulo 2
Origen de los resultados
2.1. Introducción
Como consecuencia de su clasificación de los grupos simples minimales,
Thompson en [40] demostró que un grupo G es resoluble si y solo si no
existen elementos no triviales x, y, z ∈ G de órdenes coprimos dos a dos
tales que xyz = 1. En 2015, Guralnick y Tiep [18] probaron que para garan-
tizar la resolubilidad basta suponer la no existencia de tales elementos de
orden potencia de primo. Motivados por este resultado, uno de los objetivos
de esta tesis es obtener la versión para elementos de orden potencia de primo
del Teorema de Baumslag y Wiegold [5], el cual afirma que un grupo G es
nilpotente si y solo si para todo par de elementos x, y ∈ G de orden coprimo,
se tiene que o(xy) = o(x)o(y).
La segunda sección de este caṕıtulo es una recopilación de diferentes
resultados conocidos en los que a partir de información sobre los órdenes de
ciertos productos de elementos, se obtiene información sobre la estructura
del grupo o se caracteriza la pertenencia de un elemento dado a un subgrupo
normal relevante. La demostración del Teorema 2.2 se puede encontrar en
[3]. En la tercera sección continuamos en la ĺınea anterior, enunciamos el
Teorema de Thompson y las diferentes versiones que prueban Guralnick y
Tiep. Las demostraciones de las nuevas versiones que presentamos se pueden
encontrar en [33]. Por último, damos la prueba original del Teorema de
Baumslag y Wiegold mencionado antes y comentamos las primeras ideas
que surgen a partir de dicho teorema.
2.2. Antecedentes generales
En 1954, L. J. Paige formula una pregunta relacionada con los órdenes de
ciertos elementos. Este pregunta ha servido de motivación durante muchos
años.
Cuestión (Paige). Sean G un grupo y P ∈ Syl2(G). ¿Es cierto que toda
coclase no trivial Pg debe contener algún elemento de orden impar?
Es fácil ver que si G es resoluble entonces cada coclase no trivial de
P ∈ Syl2(G) contiene al menos un elemento de orden impar. Sin embargo,
la pregunta de Paige fue respondida negativamente por Thompson [41],
en 1967, dando como ejemplo los grupos SL(2, q) con q ≡ 5 (mód 8). Por
7
8 2.2. Antecedentes generales
tanto, una coclase no trivial de un 2-subgrupo de Sylow puede contener solo
elementos de orden par.
A ráız de la cuestión de Paige, en 1962, G. Zappa [44] lanza la siguiente
pregunta.
Cuestión (Zappa). Sea p un primo. ¿Hay algún grupo G con alguna
coclase no trivial Pg, con P ∈ Sylp(G), que contiene solo elementos cuyos
órdenes son potencias de p?
En [13] D. Goldstein y Guralnick dieron más contraejemplos a la pre-
gunta de Paige y volvieron a reformular la pregunta de Zappa. En el caso
p = 2, una respuesta afirmativa a la pregunta de Zappa da un contraejem-
plo en un sentido muy fuerte a la pregunta de Paige. En [8] M. Conder da
respuestas afirmativas a las preguntas de Zappa pero para p = 5 y P ćıclico
de orden 5.
Uno de los resultados principales relacionados con órdenes de productos
es el Teorema de Baer-Suzuki [21, 37]. El enunciado que aqúı damos es de
un art́ıculo de J. Alperin y R. Lyons [2].
Teorema 2.1 (Baer-Suzuki). Sea p un primo y sea G un grupo. Un
p-elemento x ∈ G es tal que x ∈ Op(G) si y solo si 〈x, xg〉 es un p-subgrupo
de G para todo g ∈ G.
En vista de este resultado, es natural preguntarse si es cierto que en
un grupo G, dado un primo p que divide a |G| y un p-elemento x ∈ G, se
cumple que xxg es un p-elemento para todo g ∈ G si y solo si x ∈ Op(G). La
respuesta a esta pregunta es negativa. Sea q ≡ 1 (mód p), con p, q primos
impares. Sea G = P [Q] un grupo de Frobenius con P = 〈x〉 de orden p y
|Q| = q. Entonces xG = xQ y para todo g ∈ G se tiene que xxg = x(xy) =
x2y para algún y ∈ Q. Como x2y 6∈ Q, x2y = xxg es un p-elemento.
El siguiente teorema es el primero de los resultados originales de esta
memoria y aparece como Teorema A en [3]. Además, marca el estilo de
resultados que aqúı se probarán, aunque con la diferencia de que en adelante
obtendremos propiedades del grupo en términos del orden del producto de
dos elementos de órdenes coprimos.
Teorema 2.2. Sean G un grupo, p un primo y x ∈ G un p-elemento.
Entonces xy es un p-elemento para todo p-elemento y ∈ G si y solo si
x ∈ Op(G).
La demostración de este resultado es una consecuencia inmediata de la
siguiente variante del Teorema de Baer-Suzuki, llevada a cabo por Guralnick
y G. R. Robinson.
Teorema 2.3 (Corolario B de [17]). Sean G un grupo y p un primo.
Sea X un p-subgrupo de G tal que [x, g] es un p-elemento para todo x ∈ X
y g ∈ G. Entonces X ≤ Op(G).
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Este teorema, a diferencia del de Baer-Suzuki, depende de la Clasifica-
ción de los Grupos Simples Finitos.
Demostración del Teorema 2.2. Suponemos que x ∈ Op(G). Co-
mo x está en todos los p-subgrupos de Sylow de G, es inmediato que xy es
un p-elemento para todo p-elemento y de G. Rećıprocamente, suponemos que
xy es un p-elemento para todo p-elemento y de G. Entonces, en particular,
xxg es un p-elemento para todo g ∈ G. De la misma forma, x2xg = x(xxg)
es un p-elemento para todo g ∈ G. Similarmente, obtenemos que xixg y
(xi)−1(xi)g son p-elementos para todo g ∈ G y para todo entero i. Por tan-
to, [xi, g] es un p-elemento para todo xi ∈ 〈x〉, y aplicando el Teorema 2.3,
obtenemos x ∈ Op(G). 
En vista del teorema anterior, podemos preguntarnos si también es cierta
la tesis debilitando la hipótesis de forma que p divida a o(xy) en lugar de
que sea p-elemento.
Cuestión 1. Sean G un grupo, p un primo y x ∈ G un p-elemento.
¿Es cierto que si p divide a o(xy) para todo p-elemento y ∈ G con y 6= x−1
entonces x ∈ Op(G)?
2.3. Teorema de Thompson y generalizaciones
Thompson, en el Corolario 3 de [40], establece que un grupo G es resoluble si
y solo si no existen elementos no triviales x, y, z ∈ G de orden coprimo dos a
dos tales que xyz = 1. En este resultado y en los siguientes de esta sección,
el trabajo reside en probar la resolubilidad, ya que la otra implicación es
bien sencilla (véase, por ejemplo, el Corolario 2.9). Hemos observado que
este resultado se puede enunciar de forma equivalente, como podemos ver
en el siguiente corolario.
Corolario 2.4 (Thompson). Un grupo G es resoluble si y solo si para
todo par de elementos no triviales x, y ∈ G tales que (o(x), o(y)) = 1 se tiene
que
π(o(xy)) ∩ π(o(x)o(y)) 6= ∅.
Demostración. Por el resultado de Thompson mencionado, tenemos
que un grupo G no es resoluble si y solo si existen elementos no triviales
x, y, z ∈ G de orden coprimo dos a dos tales que xy = z−1. En otras pala-
bras, un grupo G no es resoluble si y solo si existen elementos no triviales
x, y ∈ G de orden coprimo tales que o(xy) es coprimo con o(x)o(y), es decir,
π(o(xy)) ∩ π(o(x)o(y)) = ∅. 
Guralnick y Tiep en el Teorema 1.1 de [18] demuestran que un grupo G
es resoluble si y solo si xyz 6= 1 para todo x, y, z ∈ G no triviales donde x es
un p-elemento, y un q-elemento, z un r-elemento y p, q, r primos distintos.
De hecho, veremos en el Apéndice A la siguiente versión de ese teorema.
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10 2.3. Teorema de Thompson y generalizaciones
Teorema 2.5. Un grupo G es resoluble si y solo si xyz 6= 1 para todo
x, y, z ∈ G no triviales donde x es un 2-elemento, o(y) = q, o(z) = r, con
q 6= r primos impares.
Una consecuencia inmediata de estos resultados es el siguiente corolario.
Corolario 2.6 (Guralnick-Tiep). Un grupo G es resoluble si y solo si
para todo par de elementos no triviales x, y ∈ G de orden potencia de primo
con (o(x), o(y)) = 1 se tiene que
π(o(xy)) ∩ π(o(x)o(y)) 6= ∅.
Demostración. Vamos a ver que si un grupoG no es resoluble entonces
existen elementos no triviales x, y ∈ G de orden potencia de primo tales que
π(o(xy)) ∩ π(o(x)o(y)) = ∅. Por el resultado de Guralnick y Tiep sabemos
que un grupo G no es resoluble si y solo si existen primos p, q, r y elementos
no triviales x, y, z ∈ G tales que x es un p-elemento, y es un q-elemento,
z es un r-elemento y xyz = 1. Este hecho es equivalente a que un grupo
G no es resoluble si y solo si existen primos p, q, r y elementos no triviales
x, y ∈ G tales que x es un p-elemento, y es un q-elemento y xy = z−1 es un
r-elemento, lo cual implica que (o(xy), o(x)o(y)) = 1. 
Queremos notar que los resultados anteriores tan solo dependen de la
clasificación de los grupos simples minimales. Sin embargo, el resto de resul-
tados de esta sección utilizan la clasificación completa de los grupos finitos
simples.
Dado un primo p, Guralnick y Tiep prueban también que un grupo G
es p-resoluble si y solo si para todos los primos q 6= r distintos de p y para
todos los elementos no triviales x, y, z ∈ G tales que x es un p-elemento,
y un q-elemento y z un r-elemento, xyz 6= 1. Procediendo como en los
corolarios anteriores, podemos escribir una versión ligeramente más débil de
este resultado.
Corolario 2.7 (Guralnick-Tiep). Sean p un primo y G un grupo. En-
tonces G es p-resoluble si y solo si para todo q 6= p primo y para todo par
de elementos no triviales x, y ∈ G con x p-elemento e y q-elemento se tiene
que
π(o(xy)) ∩ π(o(x)o(y)) 6= ∅.
Demostración. De nuevo, basta ver que si G no es p-resoluble entonces
existe un primo q 6= p y existen elementos no triviales x, y ∈ G con x
p-elemento e y q-elemento tales que π(o(xy)) ∩ π(o(x)o(y)) = ∅. Por el
resultado de Guralnick y Tiep tenemos que un grupo G no es p-resoluble si
y solo si existen primos q 6= r distintos de p y existen elementos no triviales
x, y, z ∈ G tales que x es un p-elemento, y es un q-elemento, z es un r-
elemento y xyz = 1. De nuevo, esto es equivalente a que un grupo G no es
p-resoluble si y solo si existe un primo q 6= p y existen elementos no triviales
x, y ∈ G tales que x es un p-elemento, y es un q-elemento y xy = z−1 es un
r-elemento, lo cual implica que (o(xy), o(x)o(y)) = 1. 
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En el mismo art́ıculo, Guralnick y Tiep conjeturaron que dados dos
primos impares q 6= p, es equivalente que G tenga factores de composición
de orden divisible por pq a que G contenga elementos x, y, z tales que x es un
2-elemento, y es un p-elemento, z es un q-elemento y xyz = 1 (Conjetura 6.2
de [18]). Esta conjetura ha sido probada por H. Lee en [27]. Dicha conjetura
se puede unir a la caracterización de los grupos p-resolubles de Guralnick y
Tiep y escribir de esta forma el resultado.
Teorema 2.8 (Guralnick-Tiep-Lee). Sea G un grupo y sean p y q primos
diferentes. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(i) G contiene un factor de composición cuyo orden es divisible por pq.
(ii) Existen elementos no triviales x, y, z ∈ G tales que x es un p-
elemento, y es un q-elemento, z es un r-elemento para algún primo
r 6= p, q y xyz = 1. Además, si p y q son impares, podemos tomar
r = 2.
La mayor parte del trabajo para demostrar este teorema está en el caso
quasisimple. En el Apéndice A, veremos la reducción a grupos quasisimples
de este teorema, siguiendo las ideas de [18] y [27].
De nuevo, reescribimos una versión más débil del Teorema 2.8.
Corolario 2.9. Sea G un grupo y sean p 6= q primos. Las siguientes
afirmaciones son equivalentes:
(i) G tiene factores de composición de orden divisible por pq.
(ii) Existen elementos x, y ∈ G con 1 6= x un p-elemento, 1 6= y un
q-elemento tales que π(o(x)o(y)) ∩ π(o(xy)) = ∅.
Demostración. Suponemos que G contiene un factor de composición
cuyo orden es divisible por pq. Por el Teorema 2.8, existen elementos no
triviales x, y, z ∈ G tales que x es un p-elemento, y es un q-elemento, z es
un r-elemento para algún primo r 6= p, q y xyz = 1. Por tanto, z = (xy)−1
y se sigue que π(o(x)o(y)) ∩ π(o(xy)) = ∅.
Suponemos ahora que existen elementos no triviales x, y ∈ G con x
un p-elemento, y un q-elemento de forma que π(o(x)o(y)) ∩ π(o(xy)) = ∅.
Queremos probar que G contiene un factor de composición cuyo orden es
divisible por pq.
Sea G un contraejemplo minimal. Como el orden de G es divisible por
pq y G no tiene factores de composición de orden divisible por pq, dedu-
cimos que G no es simple. Sea N un subgrupo normal propio no trivial
de G. Observamos que G/N tampoco puede contener un factor de com-
posición de orden divisible por pq. Para llegar a contradicción comenza-
mos suponiendo que x ∈ N . Sea z = (xy)−1. Esto implica que xyz = 1.
Aśı yz = x−1 ∈ N y tenemos que yzN = N . Deducimos que yN = z−1N .
Como π(o(x)o(y))∩π(o(xy))) = ∅, tenemos que (o(y), o(z−1)) = 1 y, enton-
ces, o(yN) = o(z−1N) = 1. Por tanto, y ∈ N y aśı N es un contraejemplo de
orden menor que G. Contradicción. De la misma forma, si x 6∈ N , obtenemos
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que y 6∈ N . En este caso xN ∈ G/N es un p-elemento no trivial, yN ∈ G/N
es un q-elemento no trivial y o(xyN) es coprimo a pq (ya que o(xyN) es
un divisor de o(xy), el cual es coprimo a p y a q). De nuevo, tenemos una
contradicción con la minimalidad de G. 
Observamos que este corolario dice que si G es simple de orden divisible
por pq, entonces existen 1 6= x p-elemento, 1 6= y q-elemento tales que
π(o(xy))∩π(o(x)o(y)) = ∅. Nos preguntamos si es cierta la siguiente versión
más fuerte.
Conjetura 2.10. Sea G un grupo simple. Sean p 6= q dos primos di-
visores de |G|. Sea x ∈ G un p-elemento no trivial. Entonces existe un
q-elemento no trivial y ∈ G tal que o(xy) es coprimo con pq.
Para probar los resultados del Caṕıtulo 4, utilizaremos la siguiente ver-
sión de esta conjetura.
Conjetura 2.11. Suponemos que G = 〈x〉S es un grupo almost-simple
con socle S, donde x ∈ G es no trivial. Entonces para todo p ∈ π(G) −
π(o(x)), existe un p-elemento y ∈ G no trivial tal que p no divide a o(xy).
Observamos que probar la Conjetura 2.11, significa probar el enunciado
para cada par (S, x) donde S es simple y x ∈ Aut(S). Nótese que en la
Conjetura 2.11 únicamente necesitamos que en el producto xy no aparezca
uno de los primos, en lugar de que no aparezca ninguno de los dos, por tanto,
estamos debilitando la tesis. Por otro lado, al no exigir que x sea un elemento
de orden potencia de primo ni que G sea simple, estamos haciendo más débil
la hipótesis. Estas conjeturas parecen más profundas que el Teorema 2.8 ya
que en vez de encontrar elementos x e y que cumplan cierta condición,
requiere encontrar un y para cada x.
Teorema 2.12. La Conjetura 2.11 es cierta si el socle S de G es un
grupo alternado, un grupo esporádico o un grupo simple de tipo Lie en ca-
racteŕıstica coprima con o(x).
Por tanto, la Conjetura 2.11 es cierta salvo quizás para los grupos cuyo
socle es un grupo simple de tipo Lie en caracteŕıstica no coprima con o(x). En
el Apéndice A, probaremos el Teorema 2.12 en los casos que S es esporádico
o alternado. El caso de tipo Lie podemos encontrarlo en [3] y no se ha
incluido aqúı por la complejidad de las pruebas. Sin embargo, para ilustrar
parte de las ideas de ese caso, probaremos el Teorema 2.5.
Para acabar, queremos mencionar el siguiente ejemplo.
Ejemplo 2.13. Sean G = A8, el grupo alternado de grado 8, p = 3,
x = (1, 2)(3, 4)(5, 6)(7, 8) e y = (1, 2, 3). Entonces el orden de xyg es divisible
por 6 para todo g ∈ G. Sin embargo, G tiene otra clase de p-elementos no
triviales donde śı podemos encontrar un elemento y adecuado y, por ello, A8
no es un contraejemplo de la Conjetura 2.11.
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2.4. Teorema de Baumslag y Wiegold
Esta sección está dedicada al Teorema de Baumslag y Wiegold que ha sido
el origen de todos los resultados de esta memoria. En primer lugar, vamos
a presentar su demostración original.
Teorema 2.14 (Baumslag-Wiegold). Sea G un grupo. Se tiene que G es
nilpotente si y solo si o(xy) = o(x)o(y) para todo x, y ∈ G con (o(x), o(y)) =
1.
Demostración. Sea G un grupo nilpotente. Entonces para todos los
elementos x, y ∈ G tales que (o(x), o(y)) = 1 se tiene que xy = yx, por el
Teorema 1.1. Esto implica inmediatamente que o(xy) = o(x)o(y).
Suponemos ahora que para todo x, y ∈ G con (o(x), o(y)) = 1 se cumple
que o(xy) = o(x)o(y) . Observamos que esta condición se puede extender a
más de dos elementos por inducción, por tanto, o(x1 · · ·xn) = o(x1) · · · o(xn),
para todo xi ∈ G tales que (o(xi), o(xj)) = 1 para todo i 6= j. Queremos ver
que G es nilpotente, para ello vamos a ver que todo p-subgrupo de Sylow de
G es normal, para todo primo p que divide a |G|.
Sea π(G) = {p1, . . . , pr} y sea Pi ∈ Sylpi(G) para i ∈ {1, . . . , r}. Que-
remos probar que G = P1P2 · · ·Pr. Para ello, vamos a ver, en primer lugar,
que cualquier elemento x ∈ P1P2 · · ·Pr se puede escribir de forma única
como x = s1 · · · sr, con si ∈ Pi para todo i. Sea x ∈ P1P2 · · ·Pr. Supone-
mos que x = s1s2 · · · sr = t1t2 · · · tr, con si, ti ∈ Pi para todo i. Entonces
s1s2 · · · sr−1 = t1t2 · · · trs−1r . Si trs−1r 6= 1, entonces por hipótesis, el elemen-
to t1t2 · · · trs−1r tiene orden divisible por pr, mientras que s1s2 · · · sr−1 no.
Por tanto, llegamos a una contradicción que implica que trs
−1
r = 1. Enton-
ces sr = tr. Repitiendo el proceso, deducimos que si = ri para todo i. Sea
σ : P1 × · · · × Pr → P1P2 · · ·Pr, la aplicación que a (s1, . . . , sr) le asocia el
elemento s1 · · · sr, donde P1 × · · · × Pr denota el producto cartesiano de los
subgrupos Pi. Hemos visto que σ es biyectiva. Por tanto, |P1 · · ·Pr| = |G| y
entonces G = P1 · · ·Pr.
Para concluir, sea x un conjugado de un elemento cualquiera de P1.
Entonces, por la igualdad anterior, x = s1s2 · · · sr con si ∈ Pi para todo
i. Como x tiene orden potencia de p1, entonces s2 = s3 = · · · = sr = 1 y
deducimos que x ∈ P1. Esto implica que P1 es normal en G. Repetimos el
proceso para todo i ∈ {2, . . . , r} y obtenemos que Pi es normal para todo
i ∈ {1, . . . , r}. Concluimos que G es nilpotente. 
Queremos recalcar que dada la gran cantidad de caracterizaciones que
se conocen sobre grupos nilpotentes, nos pareció sorprendente que este re-
sultado no fuese conocido o consecuencia inmediata de alguna de ellas. Por
ejemplo, uno podŕıa pensar que dados dos elementos x, y ∈ G es equivalen-
te que xy = yx a que o(xy) = o(x)o(y), en cuyo caso el Teorema 2.14 se
seguiŕıa inmediatamente de la Caracterización (vi) del Teorema 1.1. Vamos
a ver con el siguiente ejemplo que si dos elementos x, y ∈ G de órdenes
coprimos cumplen que o(xy) = o(x)o(y), esto no implica que xy = yx.
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Ejemplo 2.15. Consideramos G = F42 el grupo de Frobenius de orden
42 generado por un un elemento a de orden 6 y un elemento b de orden 7.
La acción de a sobre b es por conjugación de forma que ba = b5.
Podemos encontrar dos elementos x, y tales que o(xy) = o(x)o(y) pero
estos no conmutan. Sean, por ejemplo, x = a4 e y = a3b de forma que
o(x) = 3 y o(y) = 2. Veamos que, en efecto, o(y) = 2.
y2 = (a3b)(a3b) = a6ba
3
b = b6b = 1.
De forma análoga, podemos ver que o(x) = 3. Ahora, si computamos los
productos xy e yx, observamos que o(xy) = 6 = o(x)o(y) pero los elementos
x e y no conmutan. En efecto,
xy = (a4)(a3b) = ab 6= ab2 = (a3b)(a4) = yx,
donde en la penúltima igualdad hemos utilizado que ba
4
= b2.
A continuación, vamos a estudiar las posibles formas de mejorar este
resultado. Por ejemplo, la respuesta a la siguiente cuestión podŕıa ser afir-
mativa.
Cuestión 2. ¿Es cierto que si para todo x, y ∈ G tales que (o(x), o(y)) =
1 se cumple que o(x)o(y) ≤ o(xy), entonces G es nilpotente?
En segundo lugar, nos preguntamos si es cierto que un grupo G es
nilpotente si y solo si o(x)o(y) divide a o(xy) para todo x, y ∈ G con
(o(x), o(y)) = 1. Este resultado será consecuencia del Teorema A del Caṕıtu-
lo 3.
La familia de grupos que cumplen las relaciones contrarias, es decir,
o(xy) ≤ o(x)o(y) para todos los elementos x, y ∈ G con (o(x), o(y)) = 1 u
o(xy) divide a o(x)o(y) para todos los elementos x, y ∈ G con (o(x), o(y)) =
1, son mucho más amplias y parece dif́ıcil clasificar los grupos que cumplen
estas propiedades. Veremos en la Sección 3.5 la dificultad de clasificar los
grupos que cumplen una condición similar.
Otra posible generalización del Teorema de Baumslag y Wiegold es con-
siderar solo elementos de orden potencia de primo. Esto aparece como Co-
rolario B en el Caṕıtulo 3. Se puede observar que el desarrollo de la prueba
del Teorema de Baumslag y Wiegold no es válido para probar esta versión
ya que en este caso la propiedad no se extendeŕıa al producto de más de dos
elementos.
En el próximo caṕıtulo, empezamos a desarrollar las ideas mencionadas
en esta sección.
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Caṕıtulo 3
Nilpotencia y subgrupos de Hall
3.1. Introducción
El primer resultado principal es una caracterización de los grupos nilpotentes
al estilo de las de Thompson, Guralnick y Tiep para grupos resolubles.
Teorema A. Sea G un grupo. Las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes:
(i) G es nilpotente.
(ii) Para todos los elementos x, y ∈ G de orden potencia de primo tales
que (o(x), o(y)) = 1,
π(o(x)o(y)) = π(o(xy)).
(iii) Para todos los elementos x, y ∈ G de orden potencia de primo tales
que (o(x), o(y)) = 1,
π(o(x)o(y)) ⊆ π(o(xy)).
Como consecuencia de este resultado obtenemos la versión del Teorema
de Baumslag y Wiegold mencionada en la Sección 2.4.
Corolario B. Un grupo G es nilpotente si y solo si se cumple que
o(xy) = o(x)o(y) para todo x, y ∈ G de orden potencia de primo con
(o(x), o(y)) = 1.
El teorema anterior, como el de Baumslag y Wiegold, es elemental.
El segundo objetivo se basa en restringir la hipótesis del Teorema A a
los π-elementos de G, donde π es un conjunto de primos. De esta forma, se
obtiene información sobre la existencia de π-subgrupos de Hall nilpotentes.
Teorema C. Sea π un conjunto de primos divisores del orden de un
grupo G. Suponemos que para todos los π-elementos x, y ∈ G de orden po-
tencia de primo con (o(x), o(y)) = 1, se tiene que π(o(x)o(y)) ⊆ π(o(xy)).
Entonces G tiene π-subgrupos de Hall nilpotentes.
Este resultado es más profundo y depende de la Clasificación de los
Grupos Simples Finitos por medio del Corolario 2.9.
Debemos notar que el rećıproco de este teorema no es cierto: por ejem-
plo G = PSL(2, 16) tiene un {3, 5}-subgrupo de Hall abeliano pero existen
elementos x, y ∈ G tales que o(x) = 3, o(y) = 5 y o(xy) = 17.
Sin embargo, el rećıproco es cierto para grupos π-separables.
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Teorema D. Sea π un conjunto de primos divisores de |G|, donde G
es un grupo π-separable. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(i) Para todos los π-elementos x, y ∈ G de orden potencia de primo
tales que (o(x), o(y)) = 1, se tiene que π(o(x)o(y)) ⊆ π(o(xy)).
(ii) G tiene π-subgrupos de Hall nilpotentes.
En vista del Teorema A, parece natural pensar que, quizás, la condición
“para todos los π-elementos x, y ∈ G de orden potencia de primo tales que
(o(x), o(y)) = 1, se tiene que π(o(x)o(y)) = π(o(xy))” es también equivalente
a (i) y (ii) del Teorema D. Sin embargo, veremos que G = C6[E53 ] es un
contraejemplo.
Por último, siguiendo la ĺınea del Teorema A y dado un conjunto de
primos π que dividen al orden de un grupo, obtenemos una versión local
que caracteriza la existencia de un π-subgrupo de Hall normal.
Teorema E. Sea G un grupo y sea π ⊆ π(G). Entonces las siguientes
afirmaciones son equivalentes:
(i) Para todo π-elemento x de G y todo π′-elemento y de G, ambos de
orden potencia de primo, se tiene que π(o(y)) ⊆ π(o(xy)).
(ii) G tiene un π-subgrupo de Hall normal.
Vamos a dividir las demostraciones de los teoremas anteriores en las
Secciones 3.3 y 3.4. En la primera de ellas probamos los Teoremas A, C y
D y en la segunda, el Teorema E. La Sección 3.2 está destinada a mostrar
los resultados necesarios para probar los teoremas anteriores, mientras que
en la Sección 3.5 recogemos algunas cuestiones y resultados derivados de los
teoremas de las secciones previas.
Los resultados de este caṕıtulo forman los art́ıculos [4] y [33].
3.2. Resultados espećıficos
Esta sección contiene algunos resultados necesarios para probar los teoremas
expuestos en la introducción. En primer lugar, recordamos un resultado de P.
Hall [19] que nos permitirá probar que los grupos sin factores de composición
de orden divisible por pq tienen {p, q}-subgrupos de Hall. De hecho, veremos
más. Como es usual, dado un conjunto de primos π, decimos que un grupo G
satisface Dπ si G tiene π-subgrupos de Hall, si cualquier par de π-subgrupos
de Hall son conjugados y si todo π-subgrupo de G está contenido en algún
π-subgrupo de Hall.
Lema 3.1. Sea π un conjunto de primos. Sean G un grupo y N E G. Si
N tiene un π-subgrupo de Hall nilpotente, G/N satisface Dπ y G/N tiene
π-subgrupos de Hall resolubles, entonces G satisface Dπ.
Para nuestro objetivo, usaremos la siguiente consecuencia del lema an-
terior.
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Corolario 3.2. Sean p y q primos. Sea G un grupo sin factores de
composición de orden divisible por pq. Entonces G satisface Dπ, donde π =
{p, q}. En particular, si G es p-resoluble, entonces G satisface D{p,r} para
todo primo r.
Demostración. Sea G un contraejemplo minimal. Si G es simple, p o
q no divide a |G| y el resultado se sigue de los teoremas de Sylow. Por tanto,
podemos suponer que G no es simple. Sea N un subgrupo normal minimal
de G. Como la hipótesis se hereda a grupos cocientes, G/N satisface Dπ. Por
el Teorema de Burnside, los π-subgrupos de Hall de G/N son resolubles. Por
hipótesis, p o q no divide a |N |, aśı N tiene π-subgrupos de Hall nilpotentes
(de hecho, son subgrupos de Sylow.) Por el lema previo, G satisface Dπ.
Esto es una contradicción. 
A continuación, vamos a recordar algunos términos que nos serán de
utilidad. En primer lugar, recordamos que un grupo G es no nilpotente
minimal si G no es nilpotente pero todo subgrupo propio de G es nilpotente.
Utilizaremos el siguiente resultado que se puede encontrar en [34, 9.1.9].
Lema 3.3 (O. J. Schmidt). Sea G un grupo no nilpotente minimal. En-
tonces G = PQ donde P ∈ Sylp(G) es ćıclico y Q ∈ Sylq(G) es normal en
G, con q 6= p primos.
Recordamos también que un grupo G se dice que es p-cerrado si tiene un
p-subgrupo de Sylow normal. De forma análoga, hemos definido los grupos
π-cerrados, que son aquellos que tienen un π-subgrupo de Hall normal, para
π un conjunto de primos que dividen al orden de G. Diremos que G es
no-p-cerrado minimal (respectivamente no-π-cerrado minimal) si G no es
p-cerrado (resp. π-cerrado) pero todo subgrupo propio de G es p-cerrado
(resp. π-cerrado). Nos gustaŕıa mencionar que se ha usado esta nomenclatura
por concordancia con los grupos no nilpotentes minimales. Sin embargo, a
nuestros grupos no-p-cerrados minimales también se les conoce como inner p-
closed, como podemos ver, por ejemplo, en [30]. En dicho art́ıculo los grupos
no p-cerrados minimales son aquellos en los que todo subgrupo propio y toda
imagen homomorfa es p-cerrada pero G no lo es.
Los grupos no-p-cerrados minimales no son necesariamente grupos p-
resolubles, pero en el caso particular que lo sean, tenemos un resultado del
tipo del Lema 3.3. El siguiente lema es el Lema 3.5 de [33].
Lema 3.4. Sea G un grupo p-resoluble no-p-cerrado minimal. Entonces
|π(G)| = 2, donde π(G) es el conjunto de primos divisores de |G|.
Demostración. Procedemos por reducción al absurdo. Suponemos que
|π(G)| ≥ 3. Sea P un p-subgrupo de Sylow de G. Sea q ∈ π(G) con q 6= p.
Como G es p-resoluble, el Corolario 3.2 nos garantiza que G satisface D{p,q}.
Por tanto, existe un {p, q}-subgrupo de Hall H de G tal que P ≤ H. Como
G es no-p-cerrado minimal, P es normal en H. Entonces H está contenido
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en NG(P ). Hemos visto que para cada q ∈ π(G)− {p}, se tiene que NG(P )
contiene un {p, q}-subgrupo de Hall de G. Por tanto, NG(P ) = G. Esto es
una contradicción. 
Ahora, de forma análoga, dado un conjunto de primos π, caracterizamos
los grupos no-π-cerrados minimales en el caso que sean π-separables. La
siguiente proposición podemos encontrarla en [4].
Proposición 3.5. Sea G un grupo π-separable no π-cerrado minimal
con π ⊆ π(G) no vaćıo. Entonces π(G) = π ∪ {q}, con q ∈ π(G)− π.
Demostración. Sea G un contraejemplo minimal. Podemos suponer
que |π| > 1. En caso contrario, G es un no p-cerrado minimal y por el Lema
3.4, obtenemos que |π(G)| = 2.
Sea M un subgrupo normal maximal de G. Como G es π-separable,
tenemos que G/M es π-grupo o π′-grupo. Suponemos primero que G/M
es π′-grupo. Como M tiene un π-subgrupo de Hall normal H y G/M es
π′-grupo, se tiene que H es un π-subgrupo de Hall de G. Además H es
caracteŕıstico en M y, por tanto, H es normal en G, lo cual contradice la
hipótesis.
Podemos suponer que G/M es π-grupo. Por hipótesis, M tiene un π-
subgrupo de Hall normal que denotamos por H0. De forma análoga al pro-
cedimiento realizado al final del párrafo anterior, observamos que H0 es
normal en G. Como G es π-separable, podemos escribir H0 = H ∩M , pa-
ra algún H ∈ Hallπ(G). Trabajamos con G = G/H0. Sea L un subgrupo
propio de G. Entonces L es un subgrupo propio de G y por hipótesis, L
tiene un π-subgrupo de Hall normal que denotamos por K. Entonces K es
un π-subgrupo de Hall normal de L. Hemos probado aśı que todo subgru-
po propio de G tiene un π-subgrupo de Hall normal. Además, G no tiene
π-subgrupos de Hall normales, ya que en caso contrario, razonando como
anteriormente, G tendŕıa un π-subgrupo de Hall normal, lo cual es una con-
tradicción. Por tanto, si H0 6= 1, por ser G contraejemplo minimal, tenemos
que π(G/H0) = π ∪ {q}, con q ∈ π(G/H0)− π. Como H0 es un π-subgrupo
de G, entonces π(G) = π∪{q}, con q ∈ π(G)−π, lo cual contradice el hecho
de que G es un contraejemplo.
Se puede suponer que H0 = H ∩M = 1. Entonces tenemos que M es
un π′-subgrupo de Hall normal de G. Se tiene que todo subgrupo propio
de G que contiene a M , tiene un π′-subgrupo de Hall normal; y a su vez,
por hipótesis tiene un π-subgrupo de Hall normal. Entonces todo subgrupo
propio T de G que contiene a M es de la forma T = M × K, con K ∈
Hallπ(T ). Aśı, si π = {p1, . . . , pr} con r ≥ 2, para cada Pi ∈ Sylpi(G)
tenemos que el subgrupo propio PiM = Pi ×M . Entonces 〈P1, . . . , Pr〉 ≤
CG(M). Por tanto, G = H ×M , para algún H ∈ Hallπ(G) contenido en
〈P1, . . . , Pr〉, lo cual es una contradicción con el hecho de que G no tiene
ningún π-subgrupo de Hall normal. 
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Nótese que en cualquiera de los resultados anteriores la condición de
π-separabilidad es necesaria. Si tomamos G = A5 y π = {5} (o p = 5),
este grupo es no 5-cerrado minimal ya que todos sus subgrupos tienen un
5-subgrupo de Sylow normal pero π(G) = {2, 3, 5}, luego |π(G)| > 2. Esto
no contradice el resultado ya que G no es 5-resoluble.
Es importante destacar el caso π = p′. Recordamos que un grupo es
p-nilpotente si tiene un p′-subgrupo de Hall normal. Aśı, un grupo no p-
nilpotente minimal es aquel que todo subgrupo propio es p-nilpotente pero
el propio grupo no lo es. Observamos que los grupos no p′-cerrados minimales
son los no p-nilpotentes minimales. Estos grupos han sido estudiados por N.
Itô en [26]. En ese art́ıculo, el autor prueba que un grupo no p-nilpotente
minimal es un grupo no nilpotente minimal.
Para probar el Teorema C necesitamos el siguiente resultado de [32]
el cual depende de la clasificación de los subgrupos de Hall de los grupos
simples.
Lema 3.6. Sea π un conjunto de primos divisores de |G|, donde G es
un grupo. Si G tiene τ -subgrupos de Hall nilpotentes para todo τ ⊂ π con
|τ | = 2, entonces G tiene π-subgrupos de Hall nilpotentes.
Con los resultados mencionados en esta sección junto al Corolario 2.9,
podemos proceder con la demostración de los resultados principales de este
caṕıtulo.
3.3. Nilpotencia
Vamos a empezar probando el Teorema A, el cual reescribimos a continua-
ción.
Teorema 3.7. Sea G un grupo. Las siguientes afirmaciones son equi-
valentes:
(i) G es nilpotente.
(ii) Para todos los elementos x, y ∈ G de orden potencia de primo tales
que (o(x), o(y)) = 1,
π(o(x)o(y)) = π(o(xy)).
(iii) Para todos los elementos x, y ∈ G de orden potencia de primo tales
que (o(x), o(y)) = 1,
π(o(x)o(y)) ⊆ π(o(xy)).
Demostración. Sabemos que si G es nilpotente, para todo x, y ∈ G
de orden coprimo, se tiene que xy = yx, y, por tanto, o(xy) = o(x)o(y). En
particular, π(o(x)o(y)) = π(o(xy)) para todo x, y ∈ G con (o(x), o(y)) = 1.
Aśı hemos probado que (i) implica (ii) y como es obvio que (ii) implica (iii),
vamos a ver que (iii) implica (i).
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Supongamos que para todo x, y ∈ G elementos de orden potencia de
primo con (o(x), o(y)) = 1 se tiene que π(o(x)o(y)) ⊆ π(o(xy)). Queremos
ver que G es nilpotente. Sea G un contraejemplo minimal. Como la hipótesis
se hereda a subgrupos, todo subgrupo de G es nilpotente, es decir, G es un
grupo no nilpotente minimal. Por el Lema 3.3, tenemos que G = PQ donde
P ∈ Sylp(G) es ćıclico y Q ∈ Sylq(G) es normal en G, con q 6= p primos.
Como G no es nilpotente, P no es normal y existe un p-elemento g ∈ G−P .
Por tanto, existen elementos no triviales x ∈ P , y ∈ Q tales que g = xy. Pero
entonces, {p, q} = π(o(x)o(y)) no es subconjunto de π(o(xy)) = π(o(g)) =
{p}. Esto contradice la hipótesis y, por tanto, obtenemos el resultado. 
A continuación, probamos el Teorema C, el cual reescribimos.
Teorema 3.8. Sea π un conjunto de primos divisores del orden de un
grupo G. Suponemos que para todos los π-elementos x, y ∈ G de orden po-
tencia de primo con (o(x), o(y)) = 1, se tiene que π(o(x)o(y)) ⊆ π(o(xy)).
Entonces G tiene π-subgrupos de Hall nilpotentes.
Demostración. A fin de probar la existencia de π-subgrupos de Hall
nilpotentes, podemos suponer por el Lema 3.6, que π = {p, q} tiene cardinal
2. Además, es suficiente probar que G tiene π-subgrupos de Hall. (Ya que
si H es un π-subgrupo de Hall, entonces H satisface la hipótesis (iii) del
Teorema A, y, por tanto, es nilpotente.)
Suponemos que G tiene factores de composición de orden divisible por
pq. En este caso, el Corolario 2.9 nos asegura que existen x, y ∈ G−{1} con x
un p-elemento e y un q-elemento tales que π(o(x)o(y))∩π(o(xy)) = ∅. Esto
contradice nuestra hipótesis. Por tanto, G no tiene factores de composición
de orden divisible por pq. Entonces el Corolario 3.2 implica que G satisface
Dπ y, por tanto, G tiene π-subgrupos de Hall. El resultado se sigue. 
Como hemos comentado en la introducción de este caṕıtulo, el rećıproco
de este teorema no es cierto en general, vamos a ver con detalle el ejemplo.
Ejemplo 3.9. Sean G = PSL(2, 16) y π = {3, 5}. Como |G| = 24 ·3·5·17,







donde δ es un generador de F×
24
. Entonces 〈g〉 es un π-subgrupo de Hall de G
ćıclico y, por tanto, nilpotente. Veamos que, en efecto, G contiene elementos
x, y de forma que o(x) = 3, o(y) = 5 y o(xy) = 17. Consideramos, por
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Entonces se puede ver fácilmente que o(x) = 3, teniendo en cuenta que












De la misma forma se puede ver que o(y) = 5 y o(xy) = 17.
Como el rećıproco es falso en general, podemos estudiar cuáles son los
grupos que son contraejemplo. Observamos que por el Corolario 2.9, si un
grupo G tiene factores de composición de orden divisible por pq para primos
diferentes p y q, entonces existen elementos no triviales x, y ∈ G, con x un
p-elemento, y un q-elemento y π(o(x)o(y)) ∩ π(o(xy)) = ∅. Aśı, cualquier
grupo con un factor de composición de orden divisible por pq y con {p, q}-
subgrupos de Hall nilpotentes es un contraejemplo del rećıproco del Teorema
C.
Además, como una consecuencia inmediata del Corolario 2.9 y el Teore-
ma C, tenemos la siguiente versión más fuerte del Teorema C.
Teorema 3.10. Sea π un conjunto de primos divisores del orden de un
grupo G. Suponemos que para todo par de elementos no triviales x, y ∈ G
que son π-elementos de orden potencia de primo con (o(x), o(y)) = 1, se
tiene que π(o(x)o(y)) ⊆ π(o(xy)). Entonces G tiene π-subgrupos de Hall
nilpotentes y para todo p, q ∈ π con p 6= q, G no tiene factores de composición
de orden divisible por pq.
Uno podŕıa pensar que, quizás, el rećıproco de este teorema śı es cierto.
Sin embargo también falla, veamos el siguiente ejemplo.
Ejemplo 3.11. Sea G = 〈x〉PSL(2, 25) donde x es un automorfismo de
tipo cuerpo de PSL(2, 25) de orden 5. Sea π = {3, 5}. Como |PSL(2, 25)| =
25 ·3 ·11 ·31, se tiene que G es 5-resoluble. Además, 〈x〉 actúa coprimamente
sobre PSL(2, 25). Entonces PSL(2, 25) tiene un 3-subgrupo de Sylow 〈x〉-
invariante. Sea P este subgrupo. Aśı, el producto 〈x〉P es subgrupo de G y es
un π-subgrupo de Hall de G. De nuevo, |G|π = 15 y deducimos que G tiene
{3, 5}-subgrupos de Hall ćıclicos. Consideramos los siguientes generadores












donde δ es un generador de F×
25
.
Entonces si tomamos, por ejemplo, el elemento x ∈ Aut(PSL(2, 25)) de












se cumple que existe un elemento y ∈ PSL(2, 25) de orden 3 tal que el orden
de xy es 10.







. Se puede ver que o(y) = 3 y que z = xy es un
elemento de G de orden 10.
En vista de este ejemplo, vamos a ver una variante del Teorema D, la
cual prueba que en cualquier contraejemplo del rećıproco del Teorema 3.10
aparecen involucrados automorfismos coprimos de grupos simples. De hecho,
se sabe que dichos automorfismos están conjugados con automorfismos de
tipo cuerpo de los grupos simples de tipo Lie.
Teorema 3.12. Sea π un conjunto de primos divisores de |G|, donde
G es un grupo. Suponemos que para todo factor de composición no abeliano
S de G, se tiene que π(Aut(S)) = π(S). Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:
(i) Para todos los π-elementos x, y ∈ G de orden potencia de primo
tales que (o(x), o(y)) = 1, se cumple que π(o(x)o(y)) ⊆ π(o(xy)).
(ii) G tiene π-subgrupos de Hall nilpotentes y para todo p, q ∈ π con
p 6= q, se tiene que G no tiene factores de composición de orden
divisible por pq.
Demostración. Basta probar que (ii) implica (i). Observamos que la
hipótesis se hereda a grupos cocientes. Sea G un contraejemplo minimal.
Entonces existen p, q ∈ π con p 6= q y x, y ∈ G tales que 1 6= x es un p-
elemento, 1 6= y es un q-elemento y pq no divide a o(xy). Sea N un subgrupo
normal minimal de G. Escribimos G = G/N . Por reducción al absurdo,
suponemos que x, y 6∈ N . Entonces x e y son un p-elemento y un q-elemento
no triviales de G, respectivamente. Por hipótesis, G tiene π-subgrupos de
Hall nilpotentes. Entonces por la minimalidad de G, tenemos que pq divide
a o(xy). Sin embargo, como o(xy) divide a o(xy), deducimos que pq divide a
o(xy) y llegamos a una contradicción. Sin pérdida de generalidad, podemos
suponer que x ∈ N . Además, N es el único subgrupo normal minimal de
G. (En caso contrario, existiŕıa un subgrupo normal minimal M 6= N de G.
Como antes, podemos suponer que y ∈ M . Como [N,M ] = 1, se tiene que
x e y conmutan y esto contradice el hecho que pq no divide a o(xy).)
Como pq no divide a |N |, deducimos que y 6∈ N . Aśı tenemos que G =
〈y〉N (en caso contrario, 〈y〉N seŕıa un contraejemplo de orden menor que
G). Escribimos Q = 〈y〉 y notamos que Q ∈ Sylq(G). Ahora, si N es abeliano
entonces G = QN es un {p, q}-grupo. Como G tiene {p, q}-subgrupos de Hall
nilpotentes, deducimos que G es nilpotente. Pero entonces pq divide a o(xy).
Llegamos de nuevo a una contradicción.
Podemos suponer que N = S1×· · ·×Sn, donde para todo i, Si ∼= S para
algún grupo simple no abeliano S. Como q no divide a |N |, sabemos que N
tiene un p-subgrupo de Sylow P que esQ-invariante. Por tanto, por hipótesis,
QP es un {p, q}-subgrupo de Hall nilpotente de G. Como N es el único
subgrupo normal minimal de G, deducimos que Q permuta transitivamente
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las n copias de S. En particular, si n > 1 entonces Q no centraliza ningún
elemento no trivial de Si para todo i. Pero como Q centraliza P , esto implica
que n = 1. Aśı G = QS, donde Q actúa no trivialmente sobre S (porque x e
y no conmutan). Esto implica que Q/CQ(S) es isomorfo a un subgrupo no
trivial de Aut(S). Esto contradice la hipótesis de que π(Aut(S)) = π(S) y
el resultado se sigue. 
Observamos que en el Teorema 3.12 basta suponer que π∩π(Aut(S)) =
π ∩ π(S) para obtener la equivalencia. Como consecuencia obtenemos el
siguiente corolario.
Corolario 3.13 (J. Sangroniz). Sea G un grupo con los factores de
composición no abelianos de orden múltiplo de un primo p > 2. Entonces
existen elementos x, y ∈ G tales que x es un 2-elemento, y un p-elemento y
el orden de xy no es múltiplo de 2p.
En particular, siguiendo la estructura de la prueba del teorema anterior,
vamos a probar el Teorema D, el cual reescribimos.
Teorema 3.14. Sea π un conjunto de primos divisores de |G|, donde G
es un grupo π-separable. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(i) Para todos los π-elementos x, y ∈ G de orden potencia de primo
tales que (o(x), o(y)) = 1, se cumple que π(o(x)o(y)) ⊆ π(o(xy)).
(ii) G tiene π-subgrupos de Hall nilpotentes.
Demostración. De nuevo basta probar que (ii) implica (i). Observa-
mos que la hipótesis se hereda a grupos cocientes. Sea G un contraejemplo
minimal. Entonces existen p, q ∈ π con p 6= q y x, y ∈ G tales que 1 6= x
es un p-elemento, 1 6= y es un q-elemento y pq no divide a o(xy). Sea N
un subgrupo normal minimal de G. Escribimos G = G/N . Por reducción
al absurdo, suponemos que x, y 6∈ N . Entonces x e y son un p-elemento y
un q-elemento no triviales de G, respectivamente. Entonces por la minima-
lidad de G y por ser G π-separable con π-subgrupos de Hall nilpotentes,
tenemos que pq divide a o(xy). Sin embargo, como o(xy) divide a o(xy),
deducimos que pq divide a o(xy) y llegamos a una contradicción. Sin pérdi-
da de generalidad, podemos suponer que x ∈ N . Además, N es el único
subgrupo normal minimal de G. (En caso contrario, existiŕıa un subgrupo
normal minimal M 6= N de G. Como antes, podemos suponer que y ∈ M .
Como [N,M ] = 1, se tiene que x e y conmutan y esto contradice el hecho
que pq no divide a o(xy).)
Ahora, como N es un factor de composición de G y G es π-separable,
entonces N es un π-grupo o un π′-grupo. Si N es un π′-grupo, entonces ni
p ni q dividen a |N |, deducimos que x, y 6∈ N y esto contradice el hecho
de que x ∈ N , con x no trivial. Ahora, si N es un π-grupo, entonces por
hipótesis, N está contenido en un π-subgrupo de Hall nilpotente. Luego,
N es nilpotente y por, tanto, resoluble. Entonces pq no divide a N . Como
pq no divide a |N |, deducimos que y 6∈ N . Aśı tenemos que G = 〈y〉N
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(en caso contrario, 〈y〉N seŕıa un contraejemplo de orden menor que G).
Escribimos Q = 〈y〉 y notamos que Q ∈ Sylq(G). Ahora, como N es abeliano
entonces G = QN es un {p, q}-grupo. Como G tiene {p, q}-subgrupos de Hall
nilpotentes, deducimos que G es nilpotente. Pero entonces pq divide a o(xy)
y obtenemos la contradicción final. 
Como hemos indicado en la introducción, no es cierto que la condición
“para todos los π-elementos x, y ∈ G con (o(x), o(y)) = 1 de orden potencia
de primo, π(o(x)o(y)) = π(o(xy))” es equivalente a (i) y (ii) del Teorema D.
Vamos a ver en detalle un ejemplo de ello.
Ejemplo 3.15. Tomamos G = 〈g〉E53 el producto semidirecto del 5-
grupo extraespecial de orden 53 y exponente 5 sobre el que actúa un elemento
g ∈ AutZ(E53 )(E53) = IS de orden 6, donde I = Inn(E53)
∼= C5 × C5 y S ∼=
SL(2, 5). Aśı g ∈ SL(2, 5) y AutZ(E53 )(E53) denota el grupo de automorfismos
de E53 que son la identidad cuando restringimos a Z(E53).




































el subgrupo generado por g. Aśı, G tiene un π-subgrupo de Hall nilpotente,
de hecho ćıclico, para π = {2, 3}. Sin embargo, veremos que no cumple que
para todos los π-elementos x, y ∈ G con (o(x), o(y)) = 1 de orden potencia
de primo, π(o(x)o(y)) = π(o(xy)).
Denotamos por a, b, c los generadores de E53 , donde Z = 〈c〉 es el centro
de dicho grupo y se tiene que ab = ac4 y ba = bc. Entonces E53/Z ∼=
〈aZ〉 × 〈bZ〉 y g actúa de la siguiente forma:





























Se puede ver que, en general, los elementos de 〈g〉 actúan de la siguiente
forma sobre los elementos a, b, c; donde la siguiente notación significa, por
ejemplo en el primer caso, que ag = ab, bg = a4 y cg = c.
g : (a, b, c) 7→ (ab, a4, c)
g2 : (a, b, c) 7→ (bc4, a4b4c, c)
g3 : (a, b, c) 7→ (a4c4, b4c, c)
g4 : (a, b, c) 7→ (a4b4, ac, c)
g5 : (a, b, c) 7→ (b4, abc, c)
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Por tanto, si tomamos, por ejemplo, los siguientes elementos:
x = (g3, b2c−1),
y = (g4, b3),
z := xy = (g, a2b3c),
entonces se cumple que o(x) = 2, o(y) = 3 y o(xy) = 30. De esta forma se
tiene que {2, 3, 5} = π(o(xy)) no está incluido en {2, 3} = π(o(x)o(y)).
Veamos, por ejemplo, que o(x) = 2:
x2 = (g3, b2c−1)(g3, b2c−1) = (g6, (b2c−1)g
3
b2c−1) =
= (1, (b4c)2c−1b2c−1) = (1, b3cb2c−1) = (1, 1).
3.4. Existencia de subgrupos de Hall normales
En esta sección, dado un conjunto de primos π que dividen al orden de un
grupo, obtenemos una caracterización de la existencia de un π-subgrupo de
Hall normal, en términos de los conjuntos de primos divisores de los órdenes
de ciertos productos de elementos (Teorema E). En primer lugar, vamos a
ver un par de resultados previos, los cuales se deben a M. D. Pérez-Ramos.
Empezamos con la siguiente observación.
Lema 3.16 (Pérez-Ramos). Sean G un grupo y π un conjunto de primos.
Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(i) G no tiene factores de composición de orden divisible por pq para
todo par de primos p ∈ π, q ∈ π′.
(ii) G es π-separable.
Teorema 3.17 (Pérez-Ramos). Sean G un grupo y π un conjunto de
primos. Supongamos que para todo π-elemento x de G y todo π′-elemento y
de G, ambos de orden potencia de primo, se tiene que π(o(y)) ⊆ π(o(xy)).
Entonces G es π-separable.
Demostración. Por el lema anterior, es suficiente probar que G no
tiene factores de composición de orden divisible por pq para todo par de
primos p ∈ π y q ∈ π′. Por reducción al absurdo, supongamos que existen
primos p ∈ π, q ∈ π′ tales que G tiene algún factor de composición de orden
divisible por pq. Por el Corolario 2.9, existen elementos x, y ∈ G con 1 6= x
un p-elemento, 1 6= y un q-elemento tales que π(o(x)o(y)) ∩ π(o(xy)) = ∅,
pero por hipótesis π(o(y)) ⊆ π(o(xy)), lo cual es una contradicción. 
A continuación, probamos el Teorema E, el cual reescribimos. La demos-
tración que presentamos se debe a Pérez-Ramos y simplifica nuestra prueba
original.
Teorema 3.18. Sea G un grupo y sea π ⊆ π(G). Entonces las siguientes
afirmaciones son equivalentes:
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(i) Para todo π-elemento x de G y todo π′-elemento y de G, ambos de
orden potencia de primo, se tiene que π(o(y)) ⊆ π(o(xy)).
(ii) G tiene un π-subgrupo de Hall normal.
Demostración. Suponemos primero que G tiene un π-subgrupo de
Hall normal. Sea H este subgrupo. Sean x, y ∈ G tales que x es un p-
elemento con p ∈ π e y es un q-elemento con q ∈ π′. Como H es normal
en G se tiene que x ∈ H y que xyH = yxH = yH. Por tanto, se tiene que
H = (xyH)o(xy) = (yH)o(xy). Deducimos que o(yH) divide a o(xy) y como
o(yH) = o(y), se tiene que π(o(y)) ⊆ π(o(xy)).
Ahora, vamos a ver el rećıproco. Sea G un contraejemplo minimal, es
decir, G es un grupo de orden minimal satisfaciendo que para todo par de
elementos x, y ∈ G con x un π-elemento y con y un π′-elemento, ambos de
orden potencia de primo, se tiene que π(o(y)) ⊆ π(o(xy)) y, además, G no
tiene un π-subgrupo de Hall normal.
Por el teorema anterior, deducimos que G es π-separable. Ahora, por ser
G un contraejemplo minimal, G es no π-cerrado minimal. Por la Proposición
3.5, π(G) = π∪{q} con q ∈ π(G)−π. En este caso se tiene que π-cerrado es
equivalente a q-nilpotente y, por ello, G es no q-nilpotente minimal. Por el
resultado de Itô, G es no nilpotente minimal, luego π(G) = {p, q} y G = PQ
con P un p-subgrupo de Sylow no normal y Q un q-subgrupo de Sylow no
trivial, por el Lema 3.3. En particular, existe un p-elemento g ∈ G − P no
trivial y existen elementos no triviales x ∈ P , y ∈ Q tales que g = xy.
Luego {q} = π(o(y)) * π(o(xy)) = π(o(g)) = {p}, con lo que obtenemos
una contradicción. 
Por último, como aplicación del Teorema 3.18, obtenemos la siguien-
te caracterización de la existencia de un π-subgrupo de Hall como factor
directo.
Teorema 3.19. Sea π un conjunto de primos divisores del orden de un
grupo G. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(i) Para todo π-elemento x de G y todo π′-elemento y de G, ambos de
orden potencia de primo, π(o(x)o(y)) ⊆ π(o(xy)).
(ii) G = Hπ ×Hπ′, donde Hπ es un π-subgrupo de Hall de G y Hπ′ es
un π′-subgrupo de Hall de G.
Demostración. Suponemos que para todo π-elemento x de G y todo
π′-elemento y de G, ambos de orden potencia de primo, se cumple que
π(o(x)o(y)) ⊆ π(o(xy)). En particular, para todo π-elemento x de G y todo
π′-elemento y de G, ambos de orden potencia de primo, se cumple tanto que
π(o(x)) ⊆ π(o(xy)) como que π(o(y)) ⊆ π(o(xy)). Aplicando el Teorema
3.18, tenemos que G tiene un π-subgrupo de Hall normal y un π′-subgrupo
de Hall normal y se deduce (ii). El rećıproco es inmediato. 
Nótese que el teorema anterior puede probarse también usando el Teo-
rema C y el Ejemplo 1 de [15] (para los conjuntos de primos π y π′).
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3.5. Más resultados
Comenzamos esta sección con varias demostraciones alternativas a las vistas
en las secciones anteriores. En primer lugar, empezamos con una prueba del
Teorema E en el caso que π = p′, ya que en ese caso el grupo es resoluble
y la prueba se simplifica. De hecho, la demostración que ahora presentamos
no necesita la Clasificación de los Grupos Simples Finitos.
Teorema 3.20. Sea G un grupo y sea p ∈ π(G). Entonces las siguientes
afirmaciones son equivalentes:
(i) Para todo p′-elemento x de G de orden potencia de primo y todo
p-elemento y de G, se tiene que π(o(y)) ⊆ π(o(xy)).
(ii) G es p-nilpotente.
Demostración. Basta probar que (i) implica (ii). Suponemos que G es
un contraejemplo minimal, es decir, un grupo de orden mı́nimo tal que no es
p-nilpotente y cumple que para todo p′-elemento x de G de orden potencia de
primo y todo p-elemento no trivial y de G, se tiene que p divide a o(xy). Por
la elección de G, deducimos que todo subgrupo propio de G es p-nilpotente
pero G no lo es, es decir, todo subgrupo propio de G tiene un p′-subgrupo de
Hall normal. Entonces G es un grupo no p-nilpotente minimal, en particular,
por el Teorema de Itô, G es no nilpotente minimal. Por tanto, por el Lema
3.3 tenemos que G = QP donde P ∈ Sylp(G) es normal en G y Q ∈ Sylq(G)
es ćıclico, con q 6= p primo. Sea Q = 〈x〉, donde x es un q-elemento. Entonces
G = 〈x〉P . Como G no es nilpotente, deducimos que [x, P ] 6= 1. Se sigue
que existe algún elemento z ∈ P tal que [x, z] 6= 1. Sea y = [x, z] ∈ P un
p-elemento. Entonces xz = x[x, z] = xy es un q-elemento. Sin embargo, por
hipótesis, o(xy) es divisible por p, lo cual es una contradicción. Por tanto,
G es p-nilpotente, como queŕıamos demostrar. 
En segundo lugar, queremos mostrar la prueba original del Teorema E
para el caso π = {p}. Este resultado es el Teorema C de [33].
Teorema 3.21. Sean G un grupo y p un primo. Entonces G tiene un
p-subgrupo de Sylow normal si y solo si para todo p-elemento x ∈ G y para
todo p′-elemento y ∈ G de orden potencia de primo, se tiene que π(o(y)) ⊆
π(o(xy)).
Demostración. Basta ver que G tiene un p-subgrupo de Sylow normal
si para todo p-elemento x ∈ G y para todo p′-elemento y ∈ G de orden
potencia de primo, se tiene que π(o(y)) ⊆ π(o(xy)). Sea G un contraejemplo
minimal. Como la hipótesis se hereda a subgrupos, todo subgrupo propio de
G tiene un p-subgrupo de Sylow normal pero G no lo tiene. Por tanto, G es
un grupo no p-cerrado minimal.
Suponemos que G contiene un factor de composición de orden divisible
por pq, para algún primo q 6= p. Por tanto, por el Corolario 2.9, existen
elementos no triviales x, y ∈ G con x un p-elemento, y un q-elemento tales
que π(o(x)o(y)) ∩ π(o(xy)) = ∅. Esto es una contradicción.
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Suponemos que G es un grupo sin factores de composición de orden
divisible por pq, para todo primo q 6= p. Por tanto, G es p-resoluble. Por el
Lema 3.4, se tiene que |π(G)| = 2. Sea π(G) = {p, q}. Tenemos que G = PQ,
donde P ∈ Sylp(G) y Q ∈ Sylq(G). Ahora, como P no es normal, existe un
p-elemento g ∈ G − P . Por tanto, existen elementos no triviales x ∈ P ,
y ∈ Q tales que g = xy. Pero entonces {q} = π(o(y)) no es un subconjunto
de π(o(xy)) = π(o(g)) = {p}. Esto supone la contradicción final. 
Ahora, vamos a ver la prueba original del Teorema 3.19 en el caso π =
{p} donde se caracteriza la existencia de un subgrupo de Sylow como factor
directo (es el Teorema F de [33]). Previamente, vamos a ver un lema que
puede tener interés por śı mismo.
Lema 3.22. Sean G un grupo y p un primo. Suponemos que G tiene
{p, q}-subgrupos de Hall nilpotentes para todo primo q. Entonces G = P ×H
donde P ∈ Sylp(G) y H es un p′-subgrupo de Hall de G.
Demostración. Sea P ∈ Sylp(G). Por hipótesis, NG(P ) contiene un
q-subgrupo de Sylow de G para todo primo q. Por tanto, NG(P ) tiene orden
un múltiplo del orden de G y deducimos que NG(P ) = G. Esto implica que
P es normal en G.
Por el Teorema de Schur-Zassenhaus, tenemos que G = HP , donde H
es un p′-subgrupo de Hall de G. Sean {p, q1, . . . , qn} el conjunto de primos
divisores de |G| y Qi ∈ Sylqi(H) para todo i. Observamos que los subgrupos
Qi son también subgrupos de Sylow de G y que H = 〈Q1, . . . , Qn〉. También
podemos observar que QiP es un {p, qi}-subgrupo de Hall de G y además
nilpotente (porque todos los {p, qi}-subgrupos de Hall son conjugados, por
[42]). Por tanto, P centraliza Qi para todo i y el resultado se sigue. 
Observamos que este lema es un caso particular del resultado [15, Ejem-
plo 1] para los conjuntos de primos {p} y p′. Ahora, procedemos con la
prueba del teorema mencionado arriba.
Teorema 3.23. Sea G un grupo y sea p un primo. Las siguientes afir-
maciones son equivalentes:
(i) Para todo p-elemento x ∈ G y para todo p′-elemento y ∈ G de orden
potencia de primo, se cumple que π(o(x)o(y)) ⊆ π(o(xy)).
(ii) G = P ×H, donde P ∈ Sylp(G) y H es un p′-subgrupo de Hall de
G.
Demostración. Basta ver que (i) implica (ii). Suponemos que para
todo p-elemento x ∈ G y para todo p′-elemento y ∈ G de orden potencia de
primo, se tiene que π(o(x)o(y)) ⊆ π(o(xy)). Por el Teorema C, sabemos que
G tiene {p, q}-subgrupos de Hall nilpotentes para todo primo q. El resultado
se sigue del Lema 3.22. 
Concluimos esta primera parte de la sección con una prueba alternativa
a la Proposición 3.5. Este resultado nos da información sobre el conjunto
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de primos que divide al orden de un grupo π-separable no π-cerrado mini-
mal. En primer lugar, enunciamos el siguiente lema elemental que es bien
conocido.
Lema 3.24. Sea G un grupo. Se tiene que:
(i) Si N es un subgrupo normal de un grupo π-cerrado G, entonces
G/N es π-cerrado.
(ii) Si N,M son subgrupos normales de G tales que G/N y G/M son
π-cerrados, entonces G/N ∩M es π-cerrado.
(iii) Si G/Φ(G) es π-cerrado, entonces G es π-cerrado.
Una forma alternativa de enunciar el lema anterior es decir que la clase
de los grupos π-cerrados es una formación saturada. Ahora, vemos dicha
prueba alternativa omitiendo algunos detalles.
Proposición 3.25. Sea G un grupo π-separable no π-cerrado minimal
con π ⊆ π(G) no vaćıo. Entonces π(G) = π ∪ {q}, con q ∈ π(G)− π.
Demostración. (Pérez-Ramos) Suponemos que G es un contraejemplo
minimal. En primer lugar, como π(G) = π(G/Φ(G)) y G es contraejemplo
minimal, usando el lema anterior, obtenemos que Φ(G) = 1.
Ahora, sea N un subgrupo normal minimal de G. Como Φ(G) = 1, existe
U < G tal que G = NU . Como G es no π-cerrado minimal, se tiene que U
es π-cerrado. Por tanto, G/N ∼= U/U ∩N es π-cerrado. Además, deducimos
por el lema anterior que G tiene un único subgrupo normal minimal N .
Veamos que N < G y es π′-grupo. Por ser N minimal normal, tenemos
que N es caracteŕısticamente simple, N es p-grupo para algún primo p o
producto directo de grupos simples no abelianos isomorfos, y como es π-
separable, N debe ser π-grupo o π′-grupo. En particular, N < G. Además,
como hemos visto que G/N es π-cerrado, si N fuese π-grupo, tendŕıamos
que G es π-cerrado, lo cual es una contradicción. Luego N es π′-grupo.
Supongamos ahora que H/N = Oπ(G/N) < G/N . Por el Teorema de
Schur-Zassenhaus y por la hipótesis, tenemos que H = NK es π-cerrado
donde K = Oπ(H) es π-subgrupo de Hall de H. Entonces, deducimos que
[N,K] ≤ N ∩K = 1, es decir, K ≤ CG(N) ≤ N . Esto implica que K = 1,
H = N y G es un π′-grupo, lo que nos lleva de nuevo a una contradicción.
Luego G/N = Oπ(G/N).
Finalmente, vamos a ver que |π(N)| = 1. Para ello, suponemos que
|π(N)| ≥ 2. Sea p ∈ π(N). Por el Teorema de Schur-Zassenhaus, G = NL
donde L es un π-subgrupo de Hall de G. Como N es un π′-subgrupo normal
de G, existe un p-subgrupo de Sylow P de N que es L-invariante. Entonces
PL < G, y por hipótesis, PL es π-cerrado. Luego, como antes, L ≤ CG(P ).
En consecuencia, L ≤ CG(N) ≤ N , esto implica que L = 1 y G = N , lo
cual es una contradicción. Por tanto, |π(N)| = 1, luego π(G) = π ∪ {q} con
q ∈ π(G)− π. 
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El resto de la sección está destinado a una serie de cuestiones relaciona-
das con las secciones anteriores.
En vista del Teorema C, nos interesamos ahora en caracterizar los grupos
G con la propiedad de que para algún π conjunto de primos divisores de |G|
y para todos los π-elementos x, y ∈ G de orden potencia de primo con
(o(x), o(y)) = 1, se cumple que π(o(xy)) ⊆ π(o(x)o(y)). Sin embargo, esta
pregunta no es sencilla, por ello, nos centramos primero en estudiar cómo
son los grupos que cumplen la siguiente hipótesis, que es su versión global.
Hipótesis 1. Sea G un grupo tal que π(o(xy)) ⊆ π(o(x)o(y)) para todos
los elementos x, y ∈ G (de orden potencia de primo) con (o(x), o(y)) = 1.
Cuestión 3. ¿Cuáles son los grupos G que satisfacen la Hipótesis 1?
Usando GAP [12], se puede ver que la mayoŕıa de los grupos resolu-
bles (hasta orden 2000) cumplen la Hipótesis 1. Comenzamos viendo alguna
condición necesaria o suficiente para que un grupo cumpla dicha hipótesis.
Por ejemplo, vamos a ver que si PQ = QP para todo par de subgrupos
de Sylow de G de órdenes coprimos, entonces G cumple la Hipótesis 1.
Esta propiedad ya ha sido estudiada. A los subgrupos H que permutan con
todos los subgrupos de Sylow de orden coprimo con H se les denomina S-
semipermutables. Existen varios art́ıculos que estudian propiedades acerca
de la S-semipermutabilidad. Por ejemplo, Isaacs en [25] demuestra que si
un p-subgrupo de Sylow de un grupo G es S-semipermutable, entonces G es
p-resoluble.
Teorema 3.26. Sea G un grupo.
(i) (Sangroniz) Si G es metabeliano entonces G cumple la Hipótesis 1.
(ii) Si G es tal que todo subgrupo de Sylow es S-semipermutable, enton-
ces G cumple la Hipótesis 1.
(iii) Si G cumple la Hipótesis 1 entonces G es resoluble.
Los rećıprocos son falsos.
Demostración. En primer lugar, probamos (i). Sea G un contraejem-
plo minimal. Entonces existen elementos x, y ∈ G tales que (o(x), o(y)) = 1 y
π(o(xy)) * π(o(x)o(y)). Llamamos π = π(o(x)o(y)). Como G es contraejem-
plo minimal, G = 〈x, y〉. Además, como G′ es abeliano, G′ = A × B donde
A es un π-subgrupo de Hall de G′ y B un π′-subgrupo de Hall de G′. Como
G/A es también contraejemplo, deducimos que A = 1. Llamamos G = G/G′.
Como (o(x), o(y)) = 1 y G′ es abeliano, se tiene que G = 〈x, y〉 = 〈xy〉 es un
grupo ćıclico de orden o(x)o(y). Aśı, G = CG′ es el producto semidirecto de
un grupo ćıclico C de orden o(x)o(y) y el π′-subgrupo de Hall G′.
Como C es un π-subgrupo de Hall, podemos suponer que x ∈ C. Además,
como y es un π-elemento, se tiene que y = y0
n con y0 ∈ C, n ∈ G′. Entonces
xy = xyn0 = xy0[y0, n] = xy0m con m ∈ G′. Por otro lado, como C y G′ son
abelianos, G′ = [G,G] = [CG′, CG′] = [C,G′] = {[xy0, g] | g ∈ G′}. Luego
podemos escribir xy = xy0[xy0, g] = (xy0)
g con x, y0 ∈ C y g ∈ G. Como
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C es ćıclico y los elementos xy y xy0 son conjugados en G, obtenemos que
π(o(xy)) = π(o(xy0)) = π(o(x)o(y0)) = π(o(x)o(y)), lo cual contradice el
hecho que G es contraejemplo y hemos completado la prueba de (i).
A continuación, vamos a ver (ii). Sea G un grupo tal que todo subgrupo
de Sylow es S-semipermutable. Sean x, y ∈ G tales que (o(x), o(y)) = 1.
Entonces podemos escribir x = xp1 · · ·xpr e y = yq1 · · · yqs , donde los xi con-
mutan entre ellos, los yj también y {p1, . . . , pr} = π(o(x)) y {q1, . . . , qs} =
π(o(y)). Por hipótesis, tenemos que PiQj = QjPi para todo Pi ∈ Sylpi(G),
para todo Qj ∈ Sylqj (G) y para todo 1 ≤ i ≤ r y 1 ≤ j ≤ s. Por in-
ducción, tenemos que P1 · · ·PrQ1 · · ·Qs = Q1 · · ·QsP1 · · ·Pr y, por tanto,
P1 · · ·PrQ1 · · ·Qs es un {p1, . . . , pr, q1 . . . , qs}-subgrupo de Hall. Ahora, co-
mo xpi ∈ Pi para algún Pi ∈ Sylpi(G) e yqj ∈ Qj para algún Qj ∈ Sylqj (G),
se tiene que xy ∈ P1 · · ·PrQ1 · · ·Qs. Por tanto, π(o(xy)) ⊆ π(o(x)o(y)) y se
cumple la Hipótesis 1.
Por último, por el Teorema de Thompson (o el Teorema de Guralnick-
Tiep, para los elementos de orden potencia de primo), tenemos que los grupos
que cumplen la Hipótesis 1 son resolubles.
Ahora, vamos a ver que los rećıprocos son falsos. Comenzamos viendo
un ejemplo de un grupo que cumple la Hipótesis 1 pero no es metabeliano.
Basta tomar el grupo G = SL(2, 3). Observamos claramente que este grupo
cumple la Hipótesis 1 pero no es metabeliano (ya que G′ = Q8, el grupo
cuaternio).
También hay grupos que cumplen la Hipótesis 1 pero no cumplen que
todo subgrupo de Sylow es S-semipermutable. Veamos un ejemplo.
Consideramos de nuevo G = 〈a, b | a6 = 1 = b7, ba = b5〉 el grupo de
Frobenius de orden 42 del Ejemplo 2.15. Sea N el subgrupo normal de orden
7 de G. Entonces, como G/N ∼= C6, deducimos que para todo x, y ∈ G tales
que o(x) = 2, o(y) = 3, se tiene que o(xy) = 6. En efecto, se tiene que
o(xN) = 2, o(yN) = 3 y o(xNyN) = o(xyN) = 6. Como o(xyN) divide
a o(xy), deducimos que o(xy) = 6. Por tanto, cumple la Hipótesis 1 y,
sin embargo, no es cierto que cualquier 2-subgrupo de Sylow conmuta con
cualquier 3-subgrupo de Sylow. Veámoslo. Consideramos, por ejemplo, los
siguientes subgrupos de Sylow. Sea P = 〈(a3)g〉 = 〈a3b2〉 ∈ Syl2(G), donde
g = a3b y Q = 〈a4〉 ∈ Syl3(G). Entonces P y Q no conmutan, ya que
PQ =
{




1, a4, a2, a3b2, ab2, a−1b2
}
= QP.
Concluimos con un ejemplo de un grupo resoluble que no cumple la
Hipótesis 1.
Sea G el producto semidirecto de S3 (el grupo simétrico de grado 3)
actuando fielmente sobre C5 × C5. Vamos a encontrar elementos x, y ∈ G
con o(x) = 2, o(y) = 3 y o(xy) = 10. Aśı, tenemos que G es un grupo
resoluble y, sin embargo, π(o(xy)) = {2, 5} * π(o(x)o(y)) = {2, 3}.
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Podemos escribir G = 〈a, b, c, d〉, de forma que o(a) = 2, o(b) = 3,
o(c) = o(d) = 5 y se cumplen las siguientes relaciones:
ba = b−1, ca = c, da = (dc)−1, cb = cd3, db = (d2c)−1.
Entonces tomamos x = a, y = bc. Se puede comprobar que z = xy = abc
tiene orden 10. 
Este resultado motiva la siguiente cuestión, que será estudiada en el
Apéndice C.
Cuestión 4. ¿Cuáles son los grupos que satisfacen la propiedad de que
todo subgrupo de Sylow es S-semipermutable?
Ahora, nos preguntamos qué sucede con los grupos de Frobenius o los
grupos superresolubles.
En primer lugar, observamos que es equivalente ver si la Hipótesis 1
se cumple para un grupo de Frobenius que verlo para un complemento de
Frobenius. Sea G un grupo de Frobenius con núcleo N y complemento H.
Basta ver que si la hipótesis es cierta para H entonces lo es para G. Sean
x, y ∈ G tales que (o(x), o(y)) = 1. Si x, y ∈ N entonces como los núcleos
de Frobenius son nilpotentes, se tiene que π(o(xy)) ⊆ π(o(x)o(y)). Ahora,
si x ∈ H e y ∈ N , se deduce que xy es conjugado a x, luego o(xy) = o(x)
lo que implica que π(o(xy)) ⊆ π(o(x)o(y)). Por último, si x ∈ H e y 6∈ N ,
tenemos que y = y0
n, con y0 ∈ H, n ∈ N y se deduce que xy es un conjugado
de xy0 ∈ H. Por tanto, es equivalente ver que π(o(xy)) ⊆ π(o(x)o(y)) para
todo x, y ∈ G que ver que π(o(xy0)) ⊆ π(o(x)o(y0)) con x, y0 ∈ H.
Además, como los complementos de Frobenius de orden impar son me-
taćıclicos y la cuestión śı es cierta para grupos metabelianos, en particular
para metaćıclicos, deducimos que la Hipótesis 1 es cierta para los grupos de
Frobenius de orden impar.
Ahora, para los grupos superresolubles, como G′ es nilpotente, de forma
análoga al Teorema 3.26 (i) se puede reducir la cuestión al caso en que G′
es un π′-subgrupo de Hall. Sin embargo, no se puede asegurar que [C,G′] =
{[xy0, g] | g ∈ G′} y por tanto no podemos completar la prueba de la misma
manera.
Dada la abundancia de los grupos que cumplen la Hipótesis 1, podŕıa ser
más fácil clasificar los grupos minimales que no la cumplen. Sin embargo,
tampoco es sencillo. En el Apéndice B podemos encontrar una lista con los
grupos hasta orden 2000 tales que no cumplen la Hipótesis 1 pero todos sus
subgrupos propios, cocientes y subcocientes śı la cumplen. Salvo el grupo
del Ejemplo 3.15 y el grupo de orden 1500 que podemos ver en la lista, todos
los grupos minimales en el sentido mencionado son tales que G o G/Z(G)
es 2-Frobenius.
En vista de los resultados de este caṕıtulo, es natural preguntarse si
se pueden debilitar las hipótesis aún más, por ejemplo sin exigir que se
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cumplan para todos los elementos de orden potencia de primo. Pensamos
que la respuesta a la siguiente pregunta puede ser afirmativa.
Cuestión 5. Sean G un grupo y π un conjunto de primos divisores de
|G|. Sea Pi un pi-subgrupo de Sylow para cada primo pi de π. Supongamos
que π(o(x)o(y)) ⊆ π(o(xy)) para todo x ∈ Pi, y ∈ Pj , para todo i 6= j. ¿Es
cierto que G tiene un π-Hall nilpotente?
Una respuesta afirmativa a esta pregunta en el caso π = π(G) nos daŕıa
versiones más fuertes del Teorema A y del Corolario B. También se podŕıa
pensar que con la hipótesis de la Cuestión 5, [Pi, Pj ] = 1 para cualesquiera
i 6= j. Sin embargo, esto es falso.
Ejemplo 3.27. Consideramos de nuevo G = 〈a, b | a6 = 1 = b7, ba = b5〉
el grupo de Frobenius de orden 42. Hemos visto en la prueba del Teorema
3.26 que este grupo cumple que o(x)o(y) = o(xy) para todo x, y ∈ G tales
que x es un 3-elemento e y un 2-elemento. En particular, π(o(x)o(y)) ⊆
π(o(xy)) para todo x ∈ P y para todo y ∈ Q donde P = 〈a4〉 ∈ Syl3(G)
y Q = 〈a3b〉 ∈ Syl2(G). Sin embargo, como vimos en el Ejemplo 2.15, los
elementos g = a4 y h = a3b no conmutan, luego [g, h] 6= 1. Deducimos que
[P,Q] 6= 1.
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Caṕıtulo 4
Partiendo de un elemento
4.1. Introducción
En este caṕıtulo obtenemos versiones elemento a elemento de resultados del
caṕıtulo anterior. Recordamos que el Corolario 3.21 dice que dado un grupo
G y un primo p, G tiene un p-subgrupo de Sylow normal si y solo si para
todo p-elemento x ∈ G y para todo p′-elemento y ∈ G de orden potencia de
primo, se tiene que π(o(y)) ⊆ π(o(xy)). Ahora, partimos de que se cumple
esa condición para un p-elemento x fijo, y queremos averiguar si x pertenece
a algún p-subgrupo normal. Hemos obtenido el siguiente resultado.
Teorema F. Sean G un grupo y p un primo. Sea x ∈ G un p-elemento.
Suponemos que G es un grupo sin factores de composición de tipo Lie en
caracteŕıstica p. Entonces x ∈ Op(G) si y solo si para todo q 6= p y para todo
q-elemento no trivial y ∈ G, se tiene que π(o(y)) ⊆ π(o(xy)).
Este teorema, como se puede deducir por la hipótesis sobre sus factores
de composición, depende del Teorema 2.12. Concretamente, en este caṕıtulo
vamos a ver la versión π de este resultado.
Teorema G. Sea G un grupo. Suponemos que π es un conjunto de pri-
mos. Sea x ∈ G un π-elemento. Suponemos que G es un grupo cuyos factores
de composición son ćıclicos, alternados, espóradicos o grupos simples de tipo
Lie en caracteŕıstica coprima con o(x). Entonces x ∈ Oπ(G) si y solo si para
todo q ∈ π′ y para todo q-elemento no trivial y ∈ G, se tiene que q divide a
o(xy).
Aplicando el Teorema G a todo π-elemento de orden potencia de primo,
conseguimos la caracterización de los grupos con un π-subgrupo de Hall nor-
mal en términos de órdenes de productos, es decir, el Teorema E obtenido en
el caṕıtulo anterior. Luego los resultados de este caṕıtulo, una vez se consiga
completar la demostración de la Conjetura 2.11, serán generalizaciones de
los del caṕıtulo anterior.
En particular, si π = p′, tenemos:
Teorema H. Sean G un grupo y p un primo. Sea x ∈ G un p′-elemento.
Suponemos que G es un grupo cuyos factores de composición son ćıclicos,
alternados, espóradicos o grupos simples de tipo Lie en caracteŕıstica p. En-
tonces se tiene que x ∈ Op′(G) si y solo si para todo p-elemento no trivial
y ∈ G, p divide a o(xy).
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Nos parece conveniente destacar que en el Teorema H, por ejemplo, no
basta con que la propiedad se cumpla para todos los p-elementos no triviales
y de un p-subgrupo de Sylow en concreto, sino que es necesario que sea cierto
para todos los p-elementos no triviales y de G. Veamos un ejemplo de ello.













donde δ es un generador de F×
24
. Es rutinario comprobar que o(g) = 3 y
o(x) = 17. Sea P = 〈g〉 un 3-subgrupo de Sylow. Se tiene que 3 divide a
o(xy) para todo 1 6= y ∈ P , pero O3′(G) = 1.
Los resultados enunciados forman parte de la Sección 2 de [3].
4.2. Demostraciones
Comenzamos con un sencillo lema.
Lema 4.2. Sea L un subgrupo normal de un grupo G. Sea π un conjunto
de primos y sea x ∈ G un π-elemento. Si [x, L] 6= 1, entonces existe un
π-elemento en xL− {x}.
Demostración. Por hipótesis, existe algún y ∈ L tal que [x, y] 6= 1.
Entonces xy = x[x, y] ∈ xL− {x} es un π-elemento. 
A continuación, probamos un resultado del cual obtendremos los teore-
mas de la introducción.
Teorema 4.3. Sea G un grupo y suponemos que π es un subconjunto
propio no vaćıo de π(G). Suponemos que la Conjetura 2.11 es cierta para
todos los π-elementos de todos los grupos cuyo socle es un factor de com-
posición de G. Sea x ∈ G un π-elemento. Entonces para todo q ∈ π′ y
todo q-elemento no trivial y ∈ G, se tiene que q divide a o(xy) si y solo si
x ∈ Oπ(G).
Demostración. Empezamos suponiendo que x ∈ Oπ(G). Entonces pa-
ra todo q ∈ π′ y para todo q-elemento no trivial y ∈ G, se cumple que
xy ∈ Oπ(G)〈y〉. Este subgrupo contiene un π-subgrupo de Hall normal.
Por tanto, si q no divide a o(xy), entonces xy es un π-elemento tal que
xy ∈ Oπ(G). Esto implica que y ∈ Oπ(G), lo cual contradice el hecho de
que y es un q-elemento no trivial, con q ∈ π′.
Suponemos ahora que para todo q ∈ π′ y todo q-elemento no trivial
y ∈ G, se tiene que q divide a o(xy). Queremos probar que x ∈ Oπ(G). Sea
G un contraejemplo minimal. Podemos suponer que π es un subconjunto
propio no vaćıo de π(G).
Paso 1: Sea L = Oπ(G). Afirmamos que L = 1.
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Por reducción al absurdo, supongamos que L > 1. Suponemos que existe
q ∈ π′ y un q-elemento no trivial yL ∈ G/L de modo que q no divide a
o(xyL). Como se tiene que yL = yqL, donde yq es la q-parte de y, entonces
podemos suponer que y ∈ G es un q-elemento. Entonces L〈xy〉 es un q′-
grupo, lo cual implica que q no divide a o(xy) y esto contradice nuestra
hipótesis. Por tanto, la hipótesis se cumple para G/L y deducimos que xL ∈
Oπ(G/L) = L/L. Se sigue que x ∈ L, lo cual es una contradicción. Por
tanto, Oπ(G) = 1.
Paso 2: Sean r ∈ π′ y R = Or(G). Afirmamos que R = 1.
Suponemos que R > 1. Queremos ver que la hipótesis se cumple para
G = G/R. Tomamos q ∈ π′ y un q-elemento no trivial y ∈ G. Podemos
suponer que y ∈ G es un q-elemento no trivial.
Consideramos, en primer lugar, que q = r. Suponemos contrariamente
que q no divide a o(xy). Por tanto, xy es un q′-elemento y deducimos que
existe un elemento z ∈ R tal que xyz = t para algún q′-elemento t ∈ G.
Observamos que yz es un q-elemento. Aśı, tenemos que q no divide a o(xyz),
lo cual, por hipótesis, implica que yz = 1. Deducimos que y ∈ R, esto es,
y = 1, lo cual contradice el hecho que y es no trivial. Luego, podemos
suponer que q 6= r. Suponemos, de nuevo, que q no divide a o(xy). Como R
es un r-grupo, se tiene que q tampoco divide a o(xy). Esto es también una
contradicción. Deducimos que la hipótesis se cumple paraG, como queŕıamos
ver.
Sea N = Oπ(G). Como G es contraejemplo minimal, por el párrafo an-
terior, tenemos que x ∈ N . Como Oπ(G) = 1, tenemos que Oπ(N) = 1.
Ahora, usando el Teorema de Schur-Zassenhaus, tenemos que N es el pro-
ducto semidirecto de un π′-grupo normal R y un π-grupo T que actúa sobre
R. Afirmamos que T actúa fielmente sobre R. Observamos que podemos
escribir CN (R) = Z(R) ×X, para algún π-subgrupo de Hall normal X de
N . Como Oπ(N) = 1, deducimos que X = 1 y la acción de T sobre R es
fiel. Consideramos H = 〈x〉R. Como [x,R] 6= 1, deducimos del Lema 4.2 que
existe un π-elemento en xR − {x}. Por tanto, existe un elemento no trivial
y ∈ R tal que r no divide a o(xy). Esto contradice nuestra hipótesis, luego
R = 1.
Paso 3: Afirmamos que G = 〈x〉F , donde F es el socle de G.
Sabemos que F = K1 × · · · ×Kt, donde {K1, . . . ,Kt} son los subgrupos
normales minimales de G y Ki es un producto directo de copias de algún
grupo simple no abeliano para todo i. Además, por los Pasos 1 y 2, sabemos
que F(G) = 1. Por tanto, CG(F ) = 1 y todos los grupos simples que son
factores directos de F no son π-grupos (por el Paso 1).
Suponemos queH = 〈x〉F < G. Observamos que los factores de composi-
ción no abelianos de H son factores de composición de G. La hipótesis se con-
serva para H y deducimos que x ∈ Oπ(H). Como Oπ(H)∩F ≤ Oπ(F ) = 1,
tenemos que H = 〈x〉 × F y x actúa trivialmente sobre F . En este caso,
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x ∈ CG(F ) = 1 y entonces x = 1. Esto es una contradicción con el hecho
que G es un contraejemplo. Por tanto, H = G y hemos probado este paso.
Paso 4: Afirmamos que F es un subgrupo normal minimal de G.
Suponemos, como en el Paso 3, que F = K1 × · · · × Kt con t > 1.
Como CG(F ) = 1, entonces x 6∈ CG(F ) y existe algún i ∈ {1, . . . , t} tal que
x no centraliza Ki. La hipótesis se conserva para 〈x〉Ki y obtenemos una
contradicción como en el Paso 3.
En este punto, tenemos que G = 〈x〉K, donde K es el único subgrupo
normal minimal de G y K es el producto directo de n copias de un grupo
simple no abeliano S, para algún entero n.
Paso 5: Afirmamos que n = 1.
Suponemos que K = S1 × · · · × Sn para algún entero n > 1, donde Si ∼=
S para todo i. Sabemos que 〈x〉 actúa transitivamente sobre {S1, . . . , Sn}.
Como G no es un π-grupo, podemos tomar un primo q ∈ π′ divisor de |S| y
un q-elemento y ∈ S1 no trivial. Tenemos que yx ∈ Sj para algún j 6= 1 es
un q-elemento. Por ello, [y, x] = y−1yx es también un q-elemento y a su vez
[y, x]−1 = [x, y]. Ahora, como xy = x[x, y] es un π-elemento, deducimos de
nuestra hipótesis que [x, y] = 1. Por tanto, x centraliza todos los q-elementos
de S1. Similarmente, x centraliza todos los q-elementos de Sj para todo j.
Como Sj es simple, Sj está generado por sus q-elementos, aśı x centraliza
Sj para todo j y deducimos que G = 〈x〉 ×K. Esto contradice el Paso 1.
Por tanto, tenemos que G = 〈x〉S para algún grupo simple no abeliano S,
y recordamos que π es un subconjunto propio no vaćıo de π(G). Finalmente,
por la Conjetura 2.11, tenemos que existe un y q-elemento, con q ∈ π′ tal
que q no divide a o(xy), lo cual contradice la hipótesis, completando la
prueba. 
Como consecuencia de este teorema tenemos el Teorema G. En efecto,
si los factores de composición no abelianos son esporádicos, alternados o
de tipo Lie en caracteŕıstica π′, la Conjetura 2.11 se cumple para todos los
π-elementos x, por el Teorema 2.12. Por otra parte, observamos que lo que
se ha hecho en esta demostración es probar que un contraejemplo minimal
a “para todo q ∈ π′ y para todo 1 6= y ∈ G q-elemento, q divide a o(xy)
implica que x ∈ Oπ(G)” es uno de los grupos almost-simple 〈x〉S para los
cuales no está demostrada la Conjetura 2.11.
Como consecuencia del teorema anterior, obtenemos el siguiente corola-
rio.
Corolario 4.4. Sean G un grupo y p un primo. Sea x ∈ G un p-
elemento. Suponemos que la Conjetura 2.11 es cierta para todos los p-
elementos de todos los grupos cuyo socle es un factor de composición de
G. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(i) Para todo q 6= p y todo q-elemento no trivial y ∈ G, se tiene que
π(o(x)o(y)) ⊆ π(o(xy)).
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(ii) Para todo q 6= p y todo q-elemento no trivial y ∈ G, se tiene que
π(o(x)o(y)) = π(o(xy)).
Demostración. Obviamente, (ii) implica (i). Supongamos que es cierto
(i), entonces en particular, para todo q 6= p y para todo y q-elemento no
trivial de G, se tiene que q divide a o(xy). Aplicando el Teorema 4.3 para
π = {p}, se tiene que x ∈ Op(G). Sea y ∈ G un q-elemento, para algún q 6= p
primo. Entonces podemos considerar H = Op(G) 〈y〉. Por tanto, xy ∈ H,
luego {p, q} ⊆ π(o(xy)) ⊆ {p, q} y obtenemos (ii). 
4.3. Más resultados
Para acabar este caṕıtulo vamos a ver la prueba original del Teorema 4.3
para grupos p-resolubles.
Teorema 4.5. Sea G un grupo p-resoluble, con p un primo y sea x ∈ G
un p-elemento. Entonces x ∈ Op(G) si y solo si para todo p′-elemento y ∈ G
de orden potencia de primo, π(o(y)) ⊆ π(o(xy)).
Demostración. Empezamos suponiendo que x ∈ Op(G). Sea y ∈ G
un q-elemento, para algún primo q 6= p. Entonces xy ∈ Op(G) 〈y〉. Si su-
ponemos que q no divide a o(xy), se tiene que xy ∈ Op(G), por tanto,
y ∈ Op(G), lo cual es una contradicción. Se deduce que π(o(y)) ⊆ π(o(xy)),
como queŕıamos demostrar.
Veamos ahora el rećıproco. Vamos a trabajar por inducción sobre |G|.
En primer lugar, observamos que la hipótesis se hereda para subgrupos que
contienen a x. Además, si x cumple que π(o(y)) ⊆ π(o(xy)) para todo y
q-elemento, para todo primo q 6= p, entonces xg también lo cumple para
todo g ∈ G. En efecto, se tiene que o(xgy) = o(xyg−1) y, entonces,
π(o(xgy) = π(o(xyg
−1
)) ⊇ π(o(yg−1)) = π(o(y)).
De forma análoga, se puede ver que x−1 cumple la hipótesis.
Veamos que puede suponerse que Op′(G) ≤ Z(G). Suponemos que G =
Op′(G) 〈x〉. Sea q un primo distinto de p. Como 〈x〉 actúa coprimamente
sobre Op′(G), existe un subgrupo 〈x〉-invariante Q ∈ Sylq(G), es decir, que
satisface Qx = Q. Sea y ∈ Q. Entonces escribimos xy = x[x, y] donde
notamos que [x, y] ∈ Q. Como xy es un p-elemento, se tiene que el orden
del producto de x y un q-elemento es una potencia de p, esto contradice
la hipótesis. Se deduce que [x, y] = 1. Por tanto, x ∈ CG(y) para todo
y ∈ Q, y por ello, x ∈ CG(Q). Como esto se verifica para todo primo q 6= p,
obtenemos que G = Op′(G) × 〈x〉, entonces x ∈ Op(G) y concluimos la
prueba. Por tanto, podemos suponer que Op′(G) 〈x〉 < G y entonces, por
inducción, x ∈ Op(Op′(G) 〈x〉). Esto implica que x ∈ CG(Op′(G)). Ahora
bien, si CG(Op′(G)) < G, entonces aplicando de nuevo inducción, obtenemos
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que x ∈ Op(CG(Op′(G))), luego x ∈ Op(G) y obtendŕıamos el resultado.
Entonces CG(Op′(G)) = G, es decir, Op′(G) ≤ Z(G).
Denotamos N = Op′p(G) y K = Op′pp′(G). Como Op′(G) ≤ Z(G),
sabemos que N = Op(G) × Op′(G), con Op(G) > 1. Además, podemos
considerar que N < G, si no ya tendŕıamos el resultado, y por tanto, K/N =
Op′(G/N) > 1. En particular, x 6∈ K (en caso contrario, x ∈ N y se tendŕıa el
resultado). Entonces, fijado un primo q 6= p, como 〈x〉 actúa coprimamente
sobre K/N , existe un q-subgrupo de Sylow QN/N de K/N que es 〈x〉-
invariante, para algún Q ∈ Sylq(K). Esto implica que Qx ≤ QN . Sea y ∈ Q.
Entonces (yN)x = yxN ∈ QN/N y, en particular, yx ∈ QN . Por otro
lado, QN = QOp(G)O{p,q}′(G), con O{p,q}′(G) ≤ Z(G). Entonces podemos
escribir yx = y′tz, para algún y′ ∈ Q, t ∈ Op(G), z ∈ O{p,q}′(G). Como
yx = y(x−1)yx, entonces (y′)−1y(x−1)yx = tz y por tanto,
((y′)−1y)(x−1)y = (tx−1)z.
Observamos que en la igualdad anterior, (y′)−1y es un q-elemento, (x−1)y
es un p-elemento que cumple la propiedad, (tx−1) es un p-elemento, ya que
t ∈ Op(G), y z es un {p, q}′-elemento. Como z es central, (tx−1)z es un
q′-elemento. Sabemos, por hipótesis, que q divide a o(((y′)−1y)(x−1)y), lo
cual nos lleva a una contradicción con lo anterior. Entonces, deducimos que
(y′)−1y = 1, es decir, y = y′ y aśı, (yN)x = ytzN = yN . Por tanto, hemos
obtenido que (yN)x = yN para todo q-elemento y ∈ G, es decir, la acción
de 〈x〉 sobre QN/N es trivial. Como esto es cierto para todo primo q 6= p,
concluimos que [xN,K/N ] = 1, es decir, [xN,Op′(G/N)] = 1. Por último,
como Op(G/N) = 1, por Hall-Higman se tiene que CG/N (Op′(G/N)) ≤
Op′(G/N). Entonces xN ∈ Op′(G/N), lo que implica que x ∈ N ya que x
es un p-elemento. Aśı, x ∈ Op(G) y se concluye la prueba. 
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Caṕıtulo 5
Clases de conjugación y caracteres
5.1. Introducción
A partir del resultado de Baumslag y Wiegold sobre órdenes de elementos,
es natural considerar las siguientes versiones de caracteres y clases.
Hipótesis 2. Sea G un grupo tal que χ(xy) = χ(x)χ(y) para todo par de
elementos no triviales x, y ∈ G con (o(x), o(y)) = 1 y para todo χ ∈ Irr(G).
Hipótesis 3. Sea G un grupo tal que (xy)G = xGyG para todo x, y ∈ G
con (o(x), o(y)) = 1.
La Hipótesis 2 ya ha sido estudiada por Guralnick y A. Moretó en [16],
donde prueban el siguiente teorema que clasifica los grupos que cumplen la
condición de caracteres.
Teorema 5.1 (Guralnick-Moretó). Sea G un grupo. Entonces la pro-
piedad χ(xy) = χ(x)χ(y) para todo par de elementos no triviales x, y ∈ G
con (o(x), o(y)) = 1 y para todo χ ∈ Irr(G) se cumple si y solo si G es un
grupo de orden potencia de primo, un grupo abeliano o G tiene la siguiente
estructura:
(i) G = AP donde A > 1 es un p′-grupo ćıclico y P es un p-subgrupo
de Sylow normal para algún primo p.
(ii) Si C = CP (A) y D = [A,P ], entonces P = CD con C abeliano,
D G y C ∩D = 1.
(iii) La acción de A sobre D es Frobenius.
Observamos que la condición sobre caracteres implica la de clases de
conjugación. En efecto, sean x, y elementos de G de orden coprimo. Sea
z = xayb ∈ xGyG para algún a, b ∈ G, entonces
χ(z) = χ(xayb) = χ(xa)χ(yb) = χ(x)χ(y) = χ(xy),
donde la segunda igualdad se obtiene por hipótesis. Aśı, z ∈ (xy)G, entonces
xGyG ⊆ (xy)G. Deducimos que (xy)G = xGyG. Por tanto, los grupos que
cumplen la Hipótesis 2 también cumplen la Hipótesis 3. Luego, gracias al
Teorema de Guralnick y Moretó, hemos obtenido familias de grupos que
cumplen la hipótesis de clases.
Por otro lado, no es la primera vez que se estudian condiciones similares
sobre clases. Anterioremente, E. Dade y M. Yadav [10] clasificaron los grupos
tales que (xy)G = xGyG para todo x, y ∈ G con xG 6= (y−1)G.
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Teorema 5.2 (Dade-Yadav). Sea G un grupo. Entonces G satisface que
(xy)G = xGyG para todo x, y ∈ G con xG 6= (y−1)G si y solo si es isomorfo
a uno de los grupos siguientes:
(i) Cualquier grupo abeliano.
(ii) Un p-grupo de Camina no abeliano, para algún primo p, es decir,
un p-grupo con un subgrupo normal propio no trivial N tal que cada
coclase no trivial de N está contenida en una clase de conjugación
de G.
(iii) Los grupos F×[F+], para algún cuerpo finito F con |F | > 2.
(iv) El grupo Q8[C3 × C3].
Observamos que los grupos que cumplen la Hipótesis de Dade y Ya-
dav también satisfacen la Hipótesis 3 y, por tanto, los grupos obtenidos en
el teorema anterior son también ejemplos de grupos que cumplen nuestra
hipótesis de clases.
Nos gustaŕıa clasificar los grupos que cumplen la Hipótesis 3 pero solo
hemos podido obtener los siguientes resultados.
Teorema I. Sea G un grupo tal que (xy)G = xGyG para todo elemento
x, y ∈ G con (o(x), o(y)) = 1, entonces G es resoluble.
El siguiente teorema clasifica los grupos que cumplen la condición de
clases en el caso que G sea un grupo no nilpotente minimal por cocientes,
es decir, un grupo no nilpotente tal que G/N es nilpotente para cualquier
subgrupo normal no trivial N de G. Denotamos por qmnn-grupo a estos
grupos no nilpotentes minimales por cocientes.
Teorema J. Sea G un qmnn-grupo. Entonces las siguientes afirmacio-
nes son equivalentes:
(i) G es un grupo de Frobenius con núcleo p-elemental abeliano, para
algún primo p que divide al orden de G, y complemento nilpotente.
(ii) G cumple que para todos los elementos x, y ∈ G con (o(x), o(y)) = 1,
(xy)G = xGyG.
Hemos trabajado con la hipótesis de que G sea un qmnn-grupo por el
hecho de que dado un grupo no nilpotente G que cumple la Hipótesis 3,
entonces existe un subgrupo normal M de G de forma que G/M es un
qmnn-grupo y por tanto, podemos averiguar la estructura de dicho grupo
cociente.
Por otro lado, queremos destacar que la prueba del Teorema I no involu-
cra la Clasificación de los Grupos Simples Finitos. Sin embargo, si exigimos
que los elementos tengan orden potencia de primo en la hipótesis, entonces
śı es necesario recurrir a la Clasificación para probar ese resultado, el cual
podemos encontrarlo en [16]. Además, el Teorema 5.1 es también cierto si
debilitamos de nuevo la hipótesis a los elementos de orden potencia de primo,
como puede verse en el mismo art́ıculo.
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Los resultados originales de este caṕıtulo se han obtenido en colaboración
con A. Beltrán.
5.2. Clases de conjugación
Empezamos recordando la definición del multiplicador a derecha de Dade y
Yadav [10]. Sean G un grupo y S un subconjunto de G, se define MG(S) =
{g ∈ G | Sg = S}. Como se indica en [10, p. 32], tenemos el siguiente
resultado.
Lema 5.3. Sean G un grupo y S un subconjunto de G. Entonces MG(S)
es un subgrupo de G y |MG(S)| divide a |S|.
Ahora, vamos a demostrar el Teorema I, el cual reescribimos a conti-
nuación. Este teorema no depende de la Clasificación de los Grupos Simples
Finitos, tan solo depende del Teorema A del Caṕıtulo 3.
Teorema 5.4. Sea G un grupo tal que (xy)G = xGyG para todos los
elementos x, y ∈ G con (o(x), o(y)) = 1 entonces G es resoluble.
Demostración. Sea G un contraejemplo minimal. Como la hipótesis se
hereda a grupos cocientes, si N es un normal minimal de G, entonces G/N
es resoluble. Deducimos que N es un grupo no resoluble y, por tanto, no
nilpotente. Por el Teorema A existen elementos x, y ∈ N de orden potencia
de primo y órdenes coprimos tales que π(o(x)o(y)) * π(o(xy)). Por tanto,
al menos una de las siguientes afirmaciones es cierta: (o(xy), o(x)) = 1 o
(o(xy), o(y)) = 1.
Supongamos, sin pérdida de generalidad, que (o(xy), o(y)) = 1. Aśı,
podemos aplicar la hipótesis a los elementos xy e y−1. Obtenemos que
(xy)G(y−1)G = (xyy−1)G = xG.
Además, aplicando la hipótesis (xy)G = xGyG en la ecuación anterior, obte-
nemos que
xGyG(y−1)G = xG.
Ahora, como yG(y−1)G es un subconjunto de MG(x
G), por el Lema 5.3, el
subgrupo que genera está contenido en MG(x
G) y, por tanto, su orden divide
a |xG|. Además, |xG| < |N |. Aśı, tenemos un subgrupo normal en G de orden





implica que y ∈ Z(G), pero esto es una contradicción. 
El siguiente objetivo es probar el Teorema J, el cual recordamos a con-
tinuación.
Teorema 5.5. Sea G un qmnn-grupo. Entonces las siguientes afirma-
ciones son equivalentes:
(i) G es un grupo de Frobenius con núcleo p-elemental abeliano, para
algún primo p que divide al orden de G, y complemento nilpotente.
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(ii) G cumple que para todos los elementos x, y ∈ G con (o(x), o(y)) = 1,
(xy)G = xGyG.
Nota 5.6. Observamos que unas leves variaciones de la estructura de
los grupos de (i) hace que deje de cumplirse la condición (ii). Por ejemplo,
sea
G = NH =
〈
x, y, α | x7 = y13 = 1, xα = x2, yα = y3, xy = yx
〉
,
donde N ∼= C7 × C13 y H ∼= C3. Este grupo es un grupo de Frobenius con
núcleo abeliano, pero no p-grupo, y no cumple la Hipótesis 3. Veámoslo. Se








. Como N es abeliano, se tiene
que CG(xy) = N . Entonces
|(xy)G| = |G : CG(xy)| = |G : N | = 3
y (xy)G ( xGyG, ya que el conjunto xGyG tiene 9 elementos.
Además, observamos que el resultado también es falso para grupos quasi-
Frobenius con núcleo p-grupo y complemento nilpotente. Recordamos que
un grupo quasi-Frobenius es aquel que su cociente por el centro es un grupo
de Frobenius. Basta pensar en G = SL(2, 3). Este grupo es tal que G/Z(G) ∼=











de forma que o(x) = 3, o(y) = 4. Se tiene que o(xy) = 3 pero en xGyG hay
elementos de orden 6, luego (xy)G 6= xGyG.
Antes de comenzar con la prueba, necesitamos algunos lemas que nos
serán de utilidad. En primer lugar, recordamos el Teorema 6.34 de [23] en
el cual se determina cómo son los caracteres de los grupos de Frobenius.
Teorema 5.7. Sea G un grupo de Frobenius con núcleo N . Entonces
(a) Para ϕ ∈ Irr(N), con ϕ 6= 1N , tenemos que IG(ϕ) = N y ϕG ∈
Irr(G).
(b) Para χ ∈ Irr(G) con N * ker(χ), tenemos que χ = ϕG para algún
ϕ ∈ Irr(N).
La utilidad de conocer cómo son los caracteres de un grupo de Frobenius
se debe a la siguiente equivalencia entre la condición de clases y una nueva
relación de caracteres.
Proposición 5.8. Sea G un grupo. Las siguientes afirmaciones son equi-
valentes:
(i) Para todo par de elementos x, y ∈ G con (o(x), o(y)) = 1 se cumple
que (xy)G = xGyG.
(ii) Para todo par de elementos x, y ∈ G con (o(x), o(y)) = 1 y todo
χ ∈ Irr(G), se cumple que χ(xy)χ(1) = χ(x)χ(y).
Demostración. Ver el Lema 2.3 de [16] o el Lema 1 de [31]. 
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El siguiente resultado es un caso más general de una de las implicaciones
del Teorema J.
Lema 5.9. Si G es un grupo de Frobenius con núcleo p-grupo, para algún
primo p que divide al orden de G, y complemento nilpotente, entonces G
cumple la Hipótesis 3.
Demostración. Sea G un grupo de Frobenius, G = HN , con el núcleo
N p-grupo, para algún primo p que divide al orden de G, y H un comple-
mento nilpotente. Queremos ver que para todo x, y ∈ G con (o(x), o(y)) = 1
y para todo χ ∈ Irr(G), se cumple que χ(xy)χ(1) = χ(x)χ(y). Podemos su-
poner que x, y 6= 1. Por ser G un grupo de Frobenius, sus elementos están en
N o en un conjugado de H, por ello, tenemos únicamente los dos siguientes
casos a estudiar.
Caso 1. Tomamos x ∈ N , y ∈ H. (Si y está en algún conjugado Hg
distinto de H, simplemente consideramos G = HgN .)
Por definición de G, se tiene que x es un p-elemento y que y es un p′-
elemento. Sea χ ∈ Irr(G) tal que N ≤ ker(χ). Entonces χ ∈ Irr(G/N) con
χ(gN) = χ(g) para cualquier g ∈ G. De esta forma, se tiene que{
χ(xy) = χ(xyN) = χ(yN) = χ(y),
χ(x) = χ(xN) = χ(N) = χ(1).
Por tanto, χ(xy)χ(1) = χ(y)χ(x).
Ahora, consideramos que N  ker(χ) entonces, por el apartado (b) del
Teorema 5.7, tenemos que χ = ϕG con ϕ ∈ Irr(N). Como y 6∈ N , entonces
χ(y) = 0, por definición del carácter inducido. Por otro lado, xy 6∈ N luego
χ(xy) = 0. En caso contrario, x−1(xy) = y ∈ N , lo cual es una contradicción.
Por tanto, χ(xy)χ(1) = 0 = χ(y)χ(x).
Caso 2. Tomamos x ∈ H, y ∈ Hg, para algún g ∈ G. Podemos suponer
que g ∈ N .
En este caso se tiene que x, y son p′-elementos de orden coprimo. Sea
χ ∈ Irr(G).
Empezamos suponiendo que N ≤ ker(χ). Como y ∈ Hg, entonces existe
un y1 ∈ H tal que y = yg1 y por definición de carácter, χ(y) = χ(y
g
1) = χ(y1).
A la vez se tiene que y = y1y
−1
1 g
−1y1g = y1[y1, g], con [y1, g] ∈ N .
Entonces, xy = xyg1 = xy1[y1, g] y por tanto,
χ(xy) = χ(xy1[y1, g]) = χ(xy1[y1, g]N) = χ(xy1N) = χ(xy1).
Además, como xy = xy1[y1, g], se tiene que xyN = xy1N y se dan las
siguientes relaciones. 
χ(xy1N) = χ(xyN) = χ(xy),
χ(N) = χ(1),
χ(xN) = χ(x),
χ(y1N) = χ(y1) = χ(y).
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Ahora, como G/N es nilpotente, se cumple la condición para χ y entonces
χ(xy1N)χ(N) = χ(xN)χ(y1N). Por tanto, usando las relaciones anteriores
obtenemos que χ(xy)χ(1) = χ(x)χ(y).
Para concluir, suponemos que N  ker(χ), luego χ = ϕG con ϕ ∈ Irr(N).
Entonces como x, y 6∈ N , se tiene que χ(x) = χ(y) = 0. Además, xy 6∈ N
(ya que xy = xy1[y1, g] con x, y1 ∈ H de órdenes coprimos no triviales y
[y1, g] ∈ N) y, por tanto, χ(xy) = 0. 
Vamos a ver también el siguiente lema, el cual es cierto también para
grupos p-resolubles.
Lema 5.10. Sea G un grupo resoluble con Op′(G) = 1. Entonces todo
p′-elemento g no trivial se puede descomponer como el producto de un p′-






Demostración. Sea g un p′-elemento no trivial. Por Hall-Higman, co-
mo Op′(G) = 1, se tiene que CG(Op(G)) ≤ Op(G). Por tanto, 〈g〉 actúa
fielmente sobre Op(G). Sea x ∈ Op(G) tal que gx 6= xg. Tenemos que





1 6= gx−1 es un p′-elemento y 1 6= [g, x]x−1 es un p-elemento. 
Por último, usaremos el siguiente lema.
Lema 5.11. Sea G = HN con NG y H∩N = 1. Sea x ∈ H. Entonces
CG(x) = CN (x)CH(x).
Demostración. Ver Lema 1 de [9]. 
Por el Lema 5.9, tenemos probado que (i) implica (ii) en el Teorema J,
por tanto, solo falta ver el siguiente resultado.
Teorema 5.12. Sea G un qmnn-grupo tal que para todo par de elemen-
tos x, y ∈ G de órdenes coprimos se tiene que xGyG = (xy)G. Entonces G
es un grupo de Frobenius con núcleo p-elemental abeliano, para algún primo
p que divide al orden de G, y complemento nilpotente.
Demostración. Vamos a fragmentar la prueba en 3 pasos.
Paso 1. El residual nilpotente K de G es el único normal minimal de
G.
Por hipótesis, para todo subgrupo normal no trivial N de G, se tiene
que G/N es nilpotente. Como por definición K es el menor subgrupo normal
para el que sucede eso, K ≤ N . Por tanto, K es un normal minimal que
está contenido en cualquier subgrupo normal no trivial. Por tanto, K es el
único normal minimal de G.
Paso 2. G = KD con K p-elemental abeliano y D un p′-subgrupo
nilpotente.
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Por el paso anterior y por ser G resoluble, K es un p-subgrupo abeliano
elemental de G, para algún primo p. Además como G = G/K es nilpotente,
se tiene que G = Gp × Gp′ , con Gp el único p-subgrupo de Sylow de G
y Gp′ su único p
′-subgrupo de Hall. Se sigue que la imagen inversa de Gp
es un p-subgrupo de Sylow normal P de G que contiene a K. Ahora, por
el Teorema de Schur-Zassenhaus existe un subgrupo D de G que es un
complemento para P en G, es decir, G = PD. Entonces Gp′ = DK/K ∼= D.
Aśı, como G/K = P/K × DK/K, se tiene que D es un p′-subgrupo de G
nilpotente que normaliza a P y que centraliza a P/K = Gp. Esto implica
que [P,D] ≤ K. Además, por ser P normal, [NP (D), D] ≤ P y también
[NP (D), D] ≤ D, entonces [NP (D), D] ≤ P ∩ D = 1. Se concluye que
NP (D) centraliza a D y que NP (D) = CP (D). Por otra parte, por acción
coprima, sabemos que P = CP (D)[P,D], y como [P,D] ≤ K, se tiene que
P = CP (D)K = NP (D)K. Por tanto,
G = PD = K(NP (D)×D).
Veamos que CK(D) = 1. Por ser 1 6= Z(P )G y por la minimalidad de
K, se tiene que K ≤ Z(P ). Por un lado tenemos que K = [K,D]×CK(D),
ya que K es abeliano y D actúa sobre K de forma coprima. Por otro lado, se
tiene que K = [K,G] = [K,PD] = [K,D]. Entonces CK(D) = 1 = NK(D).
Veamos finalmente que K = P y por tanto, G = KD. Como K ≤ Z(P )
y P = KCP (D), se tiene que CP (D)  P . Además, D normaliza CP (D).
Entonces CP (D)  G. Si CP (D) 6= 1, por la minimalidad de K deducimos
que K ≤ CP (D). Entonces P = CP (D) pero entonces G = P ×D y G seŕıa
nilpotente, contradicción. Se concluye que CP (D) = 1 y por tanto, P = K.
Paso 3. La acción de D sobre K es de Frobenius.
Tenemos que K = Op(G) y Op′(G) = 1. Por el Lema 5.10 tenemos que




, con g p′-elemento
e y = [g, x] ∈ Op(G). Por tanto, aplicando la hipótesis, gG = gGyG. Como
yG es un subconjunto de MG(x














= K. Por tanto, |K| divide a |gG| = |G : CG(g)|.
Por ser g un p′-elemento, g está en un conjugado de D. Podemos suponer
que g ∈ D. Entonces tenemos que g ∈ D con G = KD, KG y K ∩D = 1.
Por el Lema 5.11 se deduce que CG(g) = CK(g)CD(g). Entonces |K| divide
a |G : CG(g)| y
|G : CG(g)| = |KD : CK(g)CD(g)| = |K : CK(g)||D : CD(g)|.
Como |D : CD(g)| es coprimo con |K|, se tiene que |K| divide a |K : CK(g)|,
lo que implica que CK(g) = 1.
Por tanto, hemos visto que para todo p′-elemento g de G no trivial,
CK(g) = 1. Por tanto, la acción de D sobre K es de Frobenius. 
Corolario 5.13. Sea G un grupo no nilpotente que satisface la Hipóte-
sis 3. Entonces existe un subgrupo normal M de G tal que G = G/M es
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un grupo de Frobenius con núcleo p-grupo abeliano, para algún primo p que
divide al orden de G, y complemento nilpotente.
Demostración. Podemos tomar M normal en G y maximal respecto a
la condición de que G no es nilpotente, aśı G es un qmnn-grupo y aplicamos
el Teorema J. 
5.3. Más resultados
En esta sección, vamos a presentar algunos resultados y cuestiones relacio-
nados con la Hipótesis 3.
Al igual que hemos hecho en caṕıtulos anteriores, tiene sentido pregun-
tarse qué sucede si debilitamos la condición de clases a los elementos de
orden potencia de primo. Los siguientes resultados podemos encontrarlos
en [1] y [16] y ambos dependen de la Clasificación de los Grupos Simples
Finitos. El primero de ellos da una condición suficiente para que un grupo
sea p-resoluble. El segundo, obtiene como conclusión que G tenga factores
de composición de orden divisible por dos primos. Este resultado está rela-
cionado con el Teorema 2.8.
Teorema 5.14 (Guralnick-Moretó). Sea G un grupo y sea p un primo.
Si (xy)G = xGyG para todo p-elemento x ∈ G y para todo p′-elemento y ∈ G
de orden potencia de primo. Entonces G es p-resoluble.
Teorema 5.15 (Guralnick-Moretó-N. Ahanjideh). Sean p 6= q dos pri-
mos y sea G un grupo. Suponemos que (xy)G = xGyG para todo x ∈ G
p-elemento e y ∈ G q-elemento. Entonces G no tiene factores de composi-
ción de orden divisible por pq.
A diferencia de lo que ocurre en el Teorema 5.1, todos los grupos nilpo-
tentes cumplen la hipótesis sobre clases (Hipótesis 3) y, por ello, no podemos
obtener información adicional sobre el subgrupo de Fitting de los grupos que
cumplen dicha hipótesis. Quizás en el caso de que G no sea nilpotente y no
tenga productos directos śı podamos encontrar un resultado que nos aporte
información sobre el subgrupo de Fitting F(G) o los cocientes por el Fit-
ting. De hecho, nos parece que la respuesta a la siguiente cuestión puede ser
cierta, a partir de la observación de los grupos que cumplen la Hipótesis 3
obtenidos con la libreŕıa SmallGroups en GAP [12].
Cuestión 6. ¿Es cierto que si G no es un producto directo y cumple que
(xy)G = xGyG para todo x, y ∈ G con (o(x), o(y)) = 1, entonces G/F(G)
es metaćıclico y que hay como mucho dos primos en |G/F(G)|? En general,
¿es cierto que G/F(G) es metabeliano?
En el Apéndice B mostramos algunos ejemplos que hemos seleccionado
de entre los grupos que cumplen la Hipótesis 3.
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A partir de ahora, vamos a trabajar con longitudes de clases de conjuga-
ción. El Teorema 2.2 de [16] prueba que (i) es equivalente a (ii) en el siguiente
resultado, el cual es una nueva caracterización de los grupos nilpotentes.
Teorema 5.16. Sea G un grupo entonces las siguientes afirmaciones
son equivalentes:
(i) G es nilpotente,
(ii) |xG||yG| = |(xy)G| para todo par de elementos x, y ∈ G de orden
potencia de primo con (o(x), o(y)) = 1,
(iii) |xG||yG| divide a |(xy)G| para todo par de elementos x, y ∈ G de
orden potencia de primo con (o(x), o(y)) = 1,
(iv) |xG||yG| ≤ |(xy)G| para todo par de elementos x, y ∈ G de orden
potencia de primo con (o(x), o(y)) = 1,
Necesitaremos el siguiente lema para probar el teorema anterior.
Lema 5.17. Sean p un primo y G un grupo. Un p-subgrupo de Sylow de
G es un factor directo de G si y solo si para todo p-elemento x y para todo
p′-elemento y de orden potencia de primo, x e y conmutan, En particular, G
es nilpotente si y solo si para todos los elementos x, y ∈ G de orden potencia
de primo con (o(x), o(y)) = 1, se tiene que x e y conmutan.
Demostración. Ver Lema 2.1 de [16]. 
Demostración del Teorema 5.16. Si G es nilpotente entonces todo
par de elementos de orden coprimo conmutan. Sea x ∈ G un p-elemento
y sea y un q-elemento, para ciertos primos p 6= q de π(G). Como todos
los subgrupos de Sylow de G son normales, por hipótesis, entonces todo r-
elemento está contenido en el r-subgrupo de Sylow, para cada r de π(G).
Por tanto, R ≤ CG(x), para todo r-subgrupo de Sylow R con r 6= p. Por
otro lado, P ≤ CG(y) con P ∈ Sylp(G). Por tanto, CG(x)CG(y) contiene
todos los subgrupos de Sylow de G pero G es el producto directo de estos.
Concluimos que G = CG(x)CG(y). De esta forma,
|G : CG(x) ∩CG(y)| = |G : CG(x)||G : CG(y)|.
Además, por hipótesis,
|G : CG(x) ∩CG(y)| = |G : CG(xy)|,
se deduce que |xG||yG| = |(xy)G|.
Ahora, como (ii) implica (iii) y (iii) implica (iv), vamos a ver que (iv)
implica (i). Suponemos que |xG||yG| ≤ |(xy)G| para todo par de elementos
x, y ∈ G de orden potencia de primo con (o(x), o(y)) = 1. Tomamos x, y ∈ G
de esta forma. Por el Lema 5.17, basta ver que x e y conmmutan. Tenemos
que
|xG||yG| = |G : CG(x)||G : CG(y)| ≤ |G : CG(xy)| = |(xy)G|.
Por tanto,
|G : CG(x) ∩CG(y)| ≤ |G : CG(x)||G : CG(y)| ≤ |G : CG(xy)|.
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Aśı tenemos que |CG(xy)| ≤ |CG(x) ∩CG(y)|. Como es cierto siempre que
CG(x) ∩ CG(y) ≤ CG(xy), se obtiene que CG(x) ∩ CG(y) = CG(xy). Se
sigue que xy ∈ CG(xy) ≤ CG(y) y entonces xy conmuta con y. Deducimos
que x e y conmutan. 
A continuación, vemos dos contraejemplos que muestran que no es po-
sible obtener las versiones análogas de los Teoremas C y E del Caṕıtulo 3
para longitudes de clases de conjugación. Sin embargo, podŕıa ser que otras
versiones de estos resultados śı puedan ser ciertas.
Ejemplo 5.18. Sean π = {2, 3} y G = D120, el grupo diédrico de orden
120. Este grupo es tal que para todos los 2-elementos x y para todos los 3-
elementos y se cumple que π(|xG||yG|) ⊆ π(|(xy)G|), pero los π-subgrupos de
Hall de G son isomorfos a D24, por lo tanto, no son nilpotentes. Aśı, hemos
visto que el Teorema C es falso para longitudes de clases de conjugación.
Ejemplo 5.19. Sean G = D24 y π = {2}. Se cumple que las clases de
cualquier 3-elemento (es decir, 2′-elemento) tienen longitud 2. Por tanto, se
verifica que {2} = π(|yG|) ⊆ π(|(xy)G|) = {2, 3}, para todo 2-elemento x.
Sin embargo, G no tiene un 2-subgrupo de Sylow normal.
Para concluir con este caṕıtulo, vamos a ver el siguiente resultado rela-
cionado con los primos que dividen la longitud de una clase de conjugación.
Este teorema nos sirvió de inspiración para obtener el Teorema 3.23. El
resultado que vamos a probar es la versión π del Teorema 5 de [29]. Este
teorema afirma que dado un grupo G y un primo p divisor del orden de G,
se tiene que p no divide a |xG| para todo p′-elemento x de orden potencia de
primo si y solo si G = Op(G)×Op′(G). Este resultado necesita el Teorema
1 de [11] que afirma que dado un grupo G que actúa transitivamente sobre
un conjunto Ω con |Ω| > 1, entonces existen un primo r y un r-elemento
g ∈ G tales que g actúa libre de puntos fijos sobre Ω, el cual depende de la
Clasificación de los Grupos Simples Finitos.
Vamos a ver una reproducción de la prueba ya existente del Teorema 5
de [29] pero para un conjunto de primos π y únicamente para los grupos π-
separables, ya que en ese caso podemos garantizar las propiedades necesarias
sobre los π-subgrupos de Hall. Debido a que la hipótesis no se hereda a
subgrupos, vemos complicado utilizar otro razonamiento sin usar el Teorema
1 de [11] y tampoco vemos cómo quitar la condición de π-separabilidad.
Teorema 5.20. Sea G un grupo π-separable, con π un conjunto de pri-
mos que dividen el orden de G. Entonces para todo p ∈ π, se tiene que
p - |xG| para todo π′-elemento x de G de orden potencia de primo si y solo
si G = H×K, donde H es un π-subgrupo de Hall de G y K es un π′-subgrupo
de Hall de G.
Demostración. Es suficiente probar la implicación “solo si”, ya que la
otra implicación es trivial. En efecto, basta observar que para todo x ∈ K,
se tiene que H ≤ CG(x).
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En primer lugar, vamos a ver que G tiene un π-subgrupo de Hall normal.
Para ello, suponemos que |Hallπ(G)| > 1. Consideramos la acción de G sobre
Ω. Sabemos que G actúa transitivamente sobre Ω. Por el Teorema 1 de [11],
existen un primo r y un r-elemento g ∈ G tales que g actúa libre de puntos
fijos sobre Ω, es decir, para todo H ∈ Hallπ(G), tenemos que Hg 6= H.
Ahora, si r 6∈ π, para todo p ∈ π se tiene que p - |gG|, por hipótesis.
Entonces |G|p = |CG(g)|p para todo p ∈ π y por tanto, existe un elemento
z ∈ G tal que Hz ≤ CG(g). Esto implica que (Hz)g = Hz, lo cual es
una contradicción. Por tanto, r ∈ π, es decir, g es un π-elemento. Entonces
existe x ∈ G tal que g ∈ Hx, lo que implica que (Hx)g = Hx y llegamos de
nuevo a una contradicción que viene de suponer |Hallπ(G)| > 1. Por tanto,
H ∈ Hallπ(G) es normal en G.
Ahora, por el Teorema de Schur-Zassenhaus, existe un π′-subgrupo de
Hall K de G tal que G = HK. Sea x ∈ K de orden potencia de primo.
Entonces p - |xG| por hipótesis, para todo p ∈ π. Por tanto, H ≤ CG(x).
Deducimos que H ≤ CG(K) y entonces G = H ×K. 
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Apéndice A
Demostraciones de la Sección 2.3
En primer lugar, vamos a ver la reducción a grupos quasisimples del Teorema
2.8, el cual reescribimos a continuación.
Teorema A.1. Sea G un grupo y sean p y q primos diferentes. Las
siguientes afirmaciones son equivalentes:
(i) G contiene un factor de composición cuyo orden es divisible por pq.
(ii) Existen elementos no triviales x, y, z ∈ G tales que x es un p-
elemento, y es un q-elemento, z es un r-elemento para algún primo
r 6= p, q y xyz = 1. Además, si p y q son impares, podemos tomar
r = 2.
La demostración (ii) implica (i) se puede ver de forma análoga a lo
hecho en el Corolario 2.9. Por tanto, vamos a ver cómo es un contraejemplo
minimal a la implicación contraria.
Teorema A.2. Sean p 6= q primos. Un contraejemplo minimal a (i)
implica (ii) en el Teorema A.1 es un grupo quasisimple con socle un simple
minimal de orden divisible por pq.
Para poder probar este resultado, necesitamos un par de lemas. El primer
lema es la Proposición 2.1. de [18].
Lema A.3. Sean G un grupo y N un p-subgrupo normal no abeliano de G
para un primo p > 2. Suponemos que N es minimal entre todos los subgrupos
normales de G no centrales. Entonces N/Z(N) tiene un complemento en
G/Z(N). En particular, N no está contenido en Φ(G).
El siguiente lema es el Lema 2.2 de [18].
Lema A.4. Sea p un primo y sea G un grupo generado por los elementos
g1, . . . , gr. Suponemos que o bien G = O
p(G) o todos los gi son p
′-elementos.
Sea N un p-subgrupo abeliano de G que es un subgrupo normal minimal no
central de G. Sea Ci := [gi, N ]. Entonces
(A.1) (g1C1)(g2C2) · · · (grCr) = (g1 · · · gr)N.
Además, todo elemento de giCi es N -conjugado a gi y está contenido en la
coclase giN .
Demostración Teorema A.2. Sea G un contraejemplo minimal. En-
tonces, G contiene un factor de composición de orden divisible por pq pero no
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contiene elementos no triviales x, y, z tales que xyz = 1, x es un p-elemento,
y un q-elemento y z un elemento de orden potencia de un primo r distinto
de p, q y si p y q son impares, r = 2. Por tanto, cualquier subgrupo propio
tampoco contiene esos elementos, ya que sino los contendŕıa G, lo cual seŕıa
una contradicción. Además, por ser G minimal, deducimos que todo sub-
grupo propio no tiene un factor de composición de orden divisible por pq.
Veamos que G es quasisimple. Como G/G′ es abeliano, entonces no puede
contener factores de composición de orden divisible por pq. Por tanto, G′
debe tener un factor de composición de orden divisible por pq, ya que G lo
tiene. Sin embargo, hemos dicho que todo subgrupo propio de G no contiene
uno, por tanto, G = G′, es decir, G es perfecto.
Ahora, vamos a ver por reducción al absurdo que Φ(G) es el mayor
subgrupo normal propio de G. Suponemos que existe un subgrupo normal
propio N de G tal que N  Φ(G). Entonces G = MN para M un subgrupo
maximal M < G. En efecto, como Φ(G) es la intersección de todos los
subgrupos maximales de G y N no está contenido en Φ(G), sabemos que
existe un subgrupo maximal M tal que N  M . Entonces M  NM ≤
G. Como M es maximal, deducimos que G = MN . Entonces obtenemos
que M/(M ∩ N) ∼= MN/N = G/N . Además, N no contiene elementos
no triviales x, y, z tales que x es un p-elemento, y un q-elemento y z un
r-elemento con r 6= p, q y si p y q son impares, r = 2 y xyz = 1. Por la
minimalidad de G, N no tiene factores de composición de orden divisible
por pq. Por tanto, G/N tiene un factor de composición de orden divisible
por pq. Se sigue que M tiene un factor de composición de orden divisible
por pq, lo cual es de nuevo una contradicción. Por tanto, Φ(G) es el mayor
subgrupo normal propio de G y G/Φ(G) es simple.
Por último, veamos que Φ(G) es central. Suponemos que no lo es. En-
tonces existe un subgrupo normal propio N en G que no es central. Sea
N ≤ Φ(G) un tal subgrupo de orden lo menor posible. Como N ≤ Φ(G) y
Φ(G) es nilpotente, deducimos que N es nilpotente. Por tanto, la minima-
lidad de N implica que N es un s-grupo para algún primo s. Vamos a ver
que Op(G) = Oq(G) = O2(G) = 1. Suponemos que Op(G) 6= 1, entonces
G = G/Op(G) tiene un factor de composición de orden divisible por pq ya
que Op(G) no lo tiene. Por la minimalidad de G, se tiene G cumple la tesis.
Aśı, existen elementos no triviales x, y, z ∈ G tales que xyz = 1, x es un
p-elemento, y un q-elemento y z un elemento de orden potencia de un primo
r distinto de p, q y si p y q son impares, r = 2. Se puede suponer que x es
p-elemento, y es q-elemento y z es r-elemento. Por tanto, xyz = n ∈ Op(G).
Entonces (n−1x)yz = 1, donde n−1x es un p-elemento, y un q-elemento y
z un r-elemento, para algún primo r 6= p, q y si p y q son impares, r = 2;
lo que nos lleva de nuevo a una contradicción. Deducimos que Op(G) = 1.
Análogamente, observamos que Oq(G) = 1. Ahora, si p = 2 o q = 2, ya
tenemos que O2(G) = 1. Por tanto, podemos suponer que p y q son primos
impares y r = 2. Suponemos que O2(G) 6= 1, entonces G = G/O2(G) tiene
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un factor de composición de orden divisible por pq ya que O2(G) no lo tiene.
Por la minimalidad de G, tenemos que G cumple la tesis. Esto implica que
existen elementos no triviales x, y, z ∈ G tales que x es un p-elemento, y
un q-elemento y z un 2-elemento y xyz = 1. Se puede suponer que x es
p-elemento, y es q-elemento y z es 2-elemento. Por tanto, xyz = n ∈ O2(G).
Entonces xy(zn−1) = 1, donde zn−1 es un 2-elemento, x un p-elemento e
y un q-elemento; lo que nos lleva de nuevo a una contradicción. Por tanto,
O2(G) = 1. Esto implica que s 6= p, q, 2. También, por el Lema A.3, tenemos
que N es abeliano. Por ello, G/N tiene un factor de composición de orden
divisible por pq, lo que implica que G/N cumple el teorema. Por tanto, exis-
ten elementos no triviales x, y, z ∈ G tales que x es un p-elemento, y es un
q-elemento, z es un elemento de orden potencia de un primo r 6= p, q y si p y
q son impares, r = 2 y xyz = n para algún n ∈ N . Sea L/N = 〈xN, yN, zN〉
para algún subgrupo L de G. Entonces como L/N contiene tales elementos,
por la implicación contraria, L/N contiene un factor de composición de or-
den divisible por pq. En particular, por ser N abeliano, L contiene un factor
de composición de orden divisible por pq. Por la minimalidad de G, deduci-
mos que L = G. Ahora consideramos G = 〈x, y, z〉N , y aśı G = 〈x, y, z〉 ya
que N ≤ Φ(G). Por último, por el Lema A.4, existen elementos conjugados
x1, y1, z1 en N de x, y, z, respectivamente, tales que x1y1z1 = 1. Esto con-
tradice el hecho que G es contraejemplo, por lo que obtenemos que Φ(G) es
central. Concluimos que G/Z(G) es simple y como G es perfecto, tenemos
que G es quasisimple. 
De forma análoga a la reducción anterior, se comprueba que un contra-
ejemplo minimal al hecho que “si un grupo G no es resoluble entonces para
algunos q 6= s primos impares, G contiene elementos no triviales x, y, z tales
que x es un 2-elemento, o(y) = p, o(z) = s y xyz = 1” es un grupo quasisim-
ple con socle un simple minimal de orden divisible por 2p. Como todos los
grupos simples son pares, estamos diciendo que un contraejemplo minimal
es un grupo quasisimple con socle un simple minimal de orden divisible por
p. Por tanto, en este caso, gracias a la clasificación de los grupos simples mi-
nimales de Thompson (Teorema 1.3), podemos probar el siguiente teorema
(Teorema 2.5) en su totalidad.
Teorema A.5. Un grupo es resoluble si y solo si no contiene elemen-
tos x, y, z no triviales tales que xyz = 1 donde x es un 2-elemento y los
elementos y, z tienen orden primo impar distinto.
En primer lugar, vamos a ver la implicación “solo si”. De hecho, vamos
a ver la siguiente versión más fuerte.
Teorema A.6. Si G es un grupo resoluble entonces no contiene elemen-
tos x, y, z no triviales tales que xyz = 1, con x p-elemento, y q-elemento y
z r-elemento, para p, q, r primos distintos dividiendo el orden de G.
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Demostración. Sea G un contraejemplo minimal. Aśı G es resoluble y
contiene elementos x, y, z no triviales tales que xyz = 1, con x p-elemento, y
q-elemento y z r-elemento, para p, q, r primos distintos dividiendo el orden
de G. Como G es resoluble y es divisible por al menos 3 primos, entonces G
no es simple. Sea N un subgrupo normal no trivial propio de G.
Sea x ∈ N . Siguiendo los pasos de la demostración del Corolario 2.9
llegamos a que x, y, z ∈ N lo que contradice la minimalidad de G. Análoga-
mente, deducimos que x, y, z 6∈ N . En este caso xN ∈ G/N es un p-elemento
no trivial, yN ∈ G/N es un q-elemento no trivial y zN es un r-elemento no
trivial. De nuevo, tenemos una contradicción con la minimalidad de G. 
Para ver la implicación que nos falta del Teorema A.5, es decir, para
probar el teorema en el caso que G sea quasisimple, la clave es el siguiente
resultado sobre caracteres.
Como hemos comentado, el libro de Isaacs [23] es una excelente introduc-
ción a la Teoŕıa de Caracteres. Alĺı encontraremos la información necesaria
para entender la prueba del siguiente lema que aparece como Problema 3.9
de [23]. Ahora, para ayudar a la lectura de estas ĺıneas, vamos a recordar
cómo es la función ω asociada a un carácter.
Sean G un grupo y χ ∈ Irr(G). Sean g ∈ G y K = gG una clase de con-
jugación. Denotamos por Z(C[G]) el centro del álgebra de grupo C[G]. Los
elementos de Z(C[G]) son sumas de los elementos de una clase de conjuga-
ción de G, es decir, un elemento K̂ ∈ Z(C[G]) asociado a K viene dado por
K̂ =
∑
g∈K g. La función ωχ es un homomorfismo de álgebras que depende
de χ y está definida de Z(C[G]) en C, de forma que X(z) = ωχ(z)I, para
todo z ∈ Z(C[G]), donde I es la matriz identidad de GL(n,C). Se puede
ver que ωχ es un homomorfismo y que es lineal en C. Entonces, calculando





Lema A.7. Sean Ki = g
G
i , . . . ,Kt = g
G
t las clases de conjugación de G
con gi ∈ G los representantes. Sean K̂i las sumas formales asociadas a cada













Demostración. Sea χ ∈ Irr(G). Sabemos que los K̂r forman una base
de Z(C[G]) para r = 1, . . . , t y, por ello, tenemos que K̂iK̂j =
∑
ν aijνK̂ν .
Ahora, aplicamos el homomorfismo ωχ a la igualdad anterior y obtenemos
que
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Multiplicamos a ambos lados de la igualdad por χ(gr) para algún gr ∈ Kr











Reescribimos el lado derecho de la igualdad intercambiando los suma-
torios,
∑t
ν=1 aijν |Kν |
∑
χ∈Irr(G) χ(gν)χ(gr). Ahora, aplicando la segunda re-
lación de ortogonalidad, la segunda suma es 0 salvo cuando ν = r, en tal
caso suma |CG(gν)|. Por tanto, la expresión anterior queda de esta forma






Deducimos aśı el resultado. 
Escribimos χ(Ki) = χ(g) para g ∈ Ki. A partir del lema anterior, dedu-
cimos que si






entonces existen elementos x ∈ Ki, y ∈ Kj tales que xy ∈ Kν .
Recordamos que estamos viendo que si G es un grupo quasisimple con
socle uno de los grupos de la lista de Thompson (Teorema 1.3) PSL(2, q),
Sz(q) o PSL(3, 3) entonces existen elementos no triviales y, z ∈ G tales que
o(y) = p, o(z) = s para algunos primos p, s 6= 2 tales que yz = x es un 2-
elemento. Para ello, usando el lema anterior, queremos encontrar en la tabla
de caracteres dos columnas correspondientes a las clases de conjugación que
denotaremos Kp y Ks de elementos de orden primo impar p y s, respectiva-






A continuación, vamos a ver las tablas de caracteres de los siguientes
grupos quasisimples. En cuanto a la presentación del interior de las tablas
de caracteres, queremos recalcar que la cantidad de caracteres irreducibles
de cada fila coincide con el número de clases de conjugación que hay en la
columna correspondiente.
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Las Tablas 1 y 2 están extráıdas de [35] y representan las tablas de
caracteres de los grupos SL(2, q) para q par e impar, respectivamente. En
ambas tablas, denotamos por ρ y σ las ráıces primitivas de la unidad de
grado q − 1 y q + 1, respectivamente.
Tabla de caracteres de PSL(2, q), con q par
Número 1 1 1
2
(q − 2) 1
2
q
Irr(G) \ xG I U Ai Sj
1G 1 1 1 1
StG q 0 1 -1
χα q + 1 1 ραi + ρ−αi 0
ηβ q − 1 -1 0 −(σβj + σ−βj)
Tabla 1
En particular, sabemos que los grupos simples PSL(2, q) = SL(2, q) con
q par, tienen una clase de orden 2, la hemos denotado por U . El orden de los
elementos de las clases Ai, Sj divide a q − 1, q + 1, respectivamente. Como
hemos comentado anteriormente, por la estructura de la tabla, se tiene que
los paramétros i, α ∈
{
1, . . . , q−22
}
y j, β ∈
{
1, . . . , q2
}
.
Tabla de caracteres de SL(2, q), con q impar
Número 1 1 2 2 1
2
(q − 3) 1
2
(q − 1)
Irr(G) \ xG I -I U,U ′ −U,−U ′ Ak Sl
1G 1 1 1 1 1 1
StG q q 0 0 1 -1
ρi 12 (q + 1)
1
2
(q + 1)e zi zie (−1)i 0
πj 12 (q − 1)
−1
2
(q − 1)e zj zje 0 −(−1)j
χα q + 1 (−1)α(q + 1) 1 eα ραk + ρ−αk 0
ηβ q − 1 (−1)β(q − 1) -1 −eβ 0 −(σβl + σ−βl)
Tabla 2




eq), donde e = +1, si q ≡ 1
(mód 4) y e = −1, si q ≡ −1 (mód 4). Análogamente, zj = 12(−1 ∓
√
eq).
Los valores eα, eβ ∈ {±1} y dependen del carácter en el que se evalúe. Si
q = rf , los elementos de U y U ′ tienen orden r, y los de −U y −U ′ orden 2r.
Luego, por la estructura de la tabla, se tiene que i, j ∈ {1, 2}. El orden de
los elementos de las clases Ak, Sl divide a q − 1, q + 1, respectivamente. De
nuevo, como el número de caracteres de grado q + 1 y q − 1 coincide con el
número de clases Ak y Sl, respectivamente, se tiene que k, α ∈
{
1, . . . , q−32
}
y l, β ∈
{
1, . . . , q−12
}
.
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Tabla de caracteres de Sz(q), con q = 22m+1
Número 1 1 2 1
2
(q − 2) 1
4
(q + r) 1
4
(q − r)
Irr(G) \ xG 1 σ ρ,ρ−1 τ0 τ1 τ2
χ1 1 1 1 1 1 1
χ2 q2 0 0 1 -1 -1






−1 0 1 -1
χ4i q2 + 1 1 1 ξi0(π0) 0 0
χ5j (q − r + 1)(q − 1) r-1 -1 0 -ξj1(π0) 0
χ6k (q − r + 1)(q − 1) -r-1 -1 0 0 -ξk2 (π0)
Tabla 3
La Tabla 3 está extráıda de [39], donde r es tal que 2q = r2. Los ele-
mentos de la clase σ tienen orden 2. Sabemos que los grupos Sz(q) tienen
2 clases de elementos de orden 4, son ρ y ρ−1. También sabemos que tiene
subgrupos ćıclicos de orden q − 1, q + r + 1 y q − r + 1 que originan las cla-
ses τ0, τ1 y τ2, respectivamente. Los valores ξ
v
u(π0) son elementos del cuerpo
Q(wu), donde wu son n-ráıces primitivas de la unidad, con n = q−1, p+r+1
y q − r + 1, respectivamente, en función de u = 0, 1, 2. Los parámetros de
la Tabla 3 toman los valores l = 1, 2, i ∈
{









1, . . . , q−r4
}
.
Tabla de caracteres de PSL(3, 3)
Número 1 1 1 4 1 1 2 1
Irr(G) \ xG 1A 3A 3B 13Ai 2A 6A 8Aj 4A
χ1 1 1 1 1 1 1 1 1
χ2 12 3 0 -1 4 1 0 0
χ3 13 4 1 0 -3 0 -1 1
χ4i 16 -2 1 zi 0 0 0 0
χ5 26 -1 -1 0 2 -1 0 2
χ6j 26 -1 -1 0 -2 1 ±2
√
−1 0
χ7 27 0 0 1 3 0 -1 -1
χ8 39 3 0 0 -1 -1 1 -1
Tabla 4
Por último, tenemos la tabla de PSL(3, 3) que la podemos encontrar en
[6]. Aqúı, hemos denotado por zi a un elemento del cuerpo Q(w) con w una
ráız 13-ésima de la unidad, que vaŕıa en función de i ∈ {1, . . . , 4}. Por la
estructura de la tabla, j ∈ {1, 2}.
Una vez hemos visto las tablas de caracteres de los grupos quasisimples
con socle un grupo simple minimal, podemos concluir con la prueba del
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Teorema A.5. Para ello, vamos a ver el siguiente lema, que es similar al
Lema 3.3 de [18].
Lema A.8. (i) Sea G = SL(2, q) con q ≥ 4, respectivamente G =
Sz(q) con q ≥ 8. Entonces existen elementos no triviales x, y, z tales
que xyz = 1, x es un 2-elemento, o(y) = p, o(z) = s para primos
impares p, s distintos.
(ii) Sea G un grupo quasisimple con todos los subgrupos propios re-
solubles. Entonces existen elementos no triviales x, y, z tales que
xyz = 1, x es un 2-elemento, o(y) = p, o(z) = s para primos impa-
res p, s distintos.
Demostración. Se pretende encontrar x, y, z tales que xyz = 1, x es
un 2-elemento, o(y) = p, o(z) = s para primos impares p, s distintos. Para
ello, usaremos el Lema A.7 y, por tanto, nuestro propósito será encontrar
los adecuados x, y, z tales que Σ(x, y, z) 6= 0 (Ecuación A.2).
Empezamos viendo el apartado (i). Sea G = Sz(q) con q ≥ 8 y r2 = 2q.
Entonces podemos tomar x de orden 2, y de orden primo p impar con p
dividiendo a q + r+ 1 o q− r− 1, es decir, y perteneciendo a las clases τ1 o
τ2, respectivamente, y z en la clase τ0 de orden primo impar s tal que s|q−1.
Ahora, si tomamos G = SL(2, q) = PSL(2, q), en el caso de q par, basta
tomar x de orden 2 con x ∈ U , y ∈ A1 con o(y) = p y p|(q − 1) y z ∈ S1 de
orden primo impar s, coprimo con p, tal que s|q + 1.
Si G = SL(2, q), q = rf y r es un primo impar, entonces debemos
considerar dos casos. Si 4|q − 1, entonces podemos tomar x de orden 4 en
la clase A1, y ∈ S1 de forma que o(y) = p, con p| q+12 y z en U o U
′ donde
o(z) = r. Si 4|q + 1, entonces elegimos x en la clase S1 de orden 4, y en A1
de forma que o(y) = p, con p| q−12 y z en U o U
′ donde o(z) = r.
Observando las tablas para cualquiera de los casos anteriores, obtenemos
que el único sumando de la suma de la ecuación del Lema A.7 que no se anula
es el correspondiente al carácter trivial del grupo. El resto de sumandos se
anulan ya que todos los caracteres no triviales se anulan en alguna de las
clases mencionadas. Por tanto, queda:
Σ(x, y, z) =
1 · 1 · 1
1G(1)
6= 0.
Veamos ahora el apartado (ii). Es suficiente probar el resultado paraG, el
recubrimiento de Schur de G/Z(G). Por tanto, por el Teorema 1.3, podemos
suponer que G es uno de los siguientes grupos: SL(2, q), PSL(3, 3), Sz(q), o
22 ·Sz(8). Si G = SL(2, q) o Sz(q), entonces por el apartado (i) ya lo tenemos.
Para G = PSL(3, 3), podemos elegir un elemento x de orden 2, y de orden 3
(de la clase 3B) y z de orden 13. Observando la tabla podemos comprobar
de nuevo que la suma Σ(x, y, z) es no nula gracias al carácter trivial. Para
concluir, consideramos G = 22 · Sz(8). En este caso, podemos encontrar su
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tabla de caracteres en [6], y se puede ver que es suficiente tomar x un 2-
elemento no central, y un elemento de orden 7 y z un elemento de orden 13.
Nuevamente, el único sumando que se mantiene no nulo en Σ(x, y, z) es el
correspondiente al carácter trivial. 
La demostración dada en esta sección tiene el fin de ilustrar algunas de
las ideas que han sido usadas para probar el Teorema 2.12 en el caso que
el socle sea un grupo simple de tipo Lie (en la caracteŕıstica adecuada).
A continuación, probamos el Teorema 2.12 en los casos restantes, es decir,
cuando S es un grupo alternado o un grupo espóradico.
Comenzamos probando el teorema en el caso que el socle sea un grupo
esporádico. Para ello hemos creado el siguiente programa en GAP [12],









Ahora, procedemos con la explicación del uso del programa creado para
probar la Conjetura 2.3 de [3]. Esta conjetura es equivalente a la Conjetura
2.11.
Conjetura (Conjetura 2.3 de [3]). Sea G un grupo almost-simple con
socle simple no abeliano S, y sea p un primo divisor de |G|. Suponemos
que G = 〈x〉S, donde x es un p′-elemento no trivial. Entonces existe un
p-elemento no trivial y ∈ G tal que p no divide a o(xy).
Primero, ponemos en la lista llamada “simples” los nombres de los grupos
esporádicos y los grupos almost-simple cuyo socle sea un grupo esporádico,
usando para ello el comando:
AllCharacterTableNames();
Segundo, creamos dos listas: cp que contiene los órdenes de los represen-
tantes de clases que tienen orden una potencia del primo p (el p-elemento
“y” en la conjetura anterior) y cpp que contiene aquellos cuyos órdenes no
son divisibles por p (el p′-elemento “x” en la conjetura anterior).
En los bucles, construimos una lista llamada “lista” que contiene los
órdenes de los elementos xy (usamos el Lema A.7 para ello).
Por último, pedimos al programa que muestre los casos donde todo ele-
mento en “lista” sea divisible por p, ya que en ese caso no se cumpliŕıa la
conjetura.
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for p in pd do
cp:=[];
for i in [1..Length(ocr)] do





for j in [1..Length(ocr)] do




for x in cpp do
lista:=[];
for y in cp do
for i in [1..Length(ocr)] do
k:=0;
















Display([G, p, ocr[x], x]);
fi;
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Ahora, vamos a ver que el Teorema 2.12 es cierto cuando G tiene por
socle un grupo alternado. Como la prueba es por inducción, usamos el pro-
grama anterior para comprobar el teorema en el caso que S sea un grupo
alternado de grado entre 5 y 9.
Teorema A.9. La Conjetura 2.11 es cierta si S = An para algún n ≥ 5.
Antes de probar el teorema anterior, vamos a enunciar un par de lemas
que usaremos. Sea σ ∈ Sn. Denotamos por mσ al número de puntos que no
son fijados por σ y por nσ al número de ciclos en su descomposición como
el producto de ciclos disjuntos de longitud mayor que 1.
Lema A.10 (Lema 2 de [20]). Sea σ ∈ Sn y sea
(a1 . . . am1)(am1+1 . . . am2) · · · (amnσ−1 . . . amσ)
la descomposición de σ como el producto de ciclos disjuntos de longitud
mayor que 1. Entonces σ puede expresarse como el siguiente producto de
dos ciclos de longitud mσ y nσ:
σ = (a1a2 . . . amσ)(amnσ−1+1 . . . am2+1am1+1a1).
Por tanto, mσ + nσ es un número par si y solo si σ ∈ An y es impar si
σ ∈ Sn − An.
Lema A.11 (Teorema 7 de [20]). Sea σ ∈ Sn y sean l1, l2 ∈ N, n ≥ l1 ≥
l2 ≥ 2. Entonces σ = C1C2, donde C1 y C2 son ciclos en Sn de longitudes
l1, l2, respectivamente, si y solo si se da una de las siguientes opciones:
(i) nσ = 2 y l1, l2 son las longitudes de los ciclos en la descomposición
de σ como producto de ciclos disjuntos y l1 + l2 = mσ,
(ii) l1 + l2 = mσ + nσ + 2s para algún s ∈ N ∪ {0} y l1 − l2 ≤ mσ − nσ.
Lema A.12 (Corolario 3.1 de [7]). Para n 6= 5, toda permutación impar
de Sn puede expresarse como un producto de un l-ciclo y un (l + 1)-ciclo si








− 1 ≤ l ≤ n− 1, n ≡ 0 or 3 (mód 4).
Lema A.13 (Proposición 4 de [22]). En el grupo simétrico Sn, toda
permutación par es el producto de dos ciclos de longitud n.
Demostración del Teorema A.9. Sea G = 〈x〉S un grupo almost-
simple con socle S, donde x ∈ G no trivial. Sea p ∈ π(G)−π(o(x)). Nuestro
objetivo es encontrar un p-elemento no trivial y ∈ An ≤ G tal que xy es un
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p′-elemento. Procedemos por inducción sobre n ≥ 5. Como hemos comentado
anteriormente, el teorema ha sido comprobado para 5 ≤ n ≤ 9. Por tanto,
por inducción, n ≥ 10, An ≤ G ≤ Sn, p ≤ n.
Para cualquier ω ∈ Sn, sea mω := |{1 ≤ i ≤ n | ω(i) 6= i}| el número
de puntos que mueve ω y sea nω el número de ciclos no triviales en la
descomposición de ω como el producto de ciclos disjuntos. Observamos que
mω ≥ 2nω, ya que ω tiene nω ciclos disjuntos de longitud al menos dos. Por
el Lema A.10, se tiene que ω ∈ An si y solo si 2 | (mω −nω). Además, dados
dos enteros l1, l2 ≥ 2, por el Lema A.11, tenemos que ω puede escribirse
como el producto uv donde u ∈ Sn es un l1-ciclo y v ∈ Sn un l2-ciclo si y
solo si al menos una de las siguientes afirmaciones se da:
(a) nω = 2 y ω es un producto disjunto de un l1-ciclo y un l2-ciclo;
(b) l1 + l2 = mω + nω + 2s para algún s ∈ Z≥0 y |l1 − l2| ≤ mω − nω.
En primer lugar, consideramos que p = n. Si x es una permutación
impar, entonces por el Lema A.12, tenemos que x = zy−1, donde y es un
n-ciclo y z es un (n − 1)-ciclo. Deducimos que xy = z es un p′-elemento.
Suponemos que x ∈ An. Como 2|(mx − nx) y mx ≥ 2nx, tenemos que
2 ≤ mx−nx. Por tanto, aplicando (b) para l1 = n−2 y l2 = n, tenemos que
x = zy−1, donde y ∈ An es un n-ciclo y z es un (n − 2)-ciclo. Obtenemos
que xy = z es un p′-elemento.
De ahora en adelante, podemos suponer que p ≤ n − 1. Aplicando la
hipótesis de inducción a n − 1, tenemos probado el teorema en el caso de
que x tenga un punto fijo, es decir, mx = n− 1. Aśı pues podemos suponer
que mx = n.
Consideramos el caso que nx = 1, es decir, x está formado por un único
ciclo no trivial. Además, como mx = n, deducimos que x es un n-ciclo. Por
el Lema A.13, todo elemento de An es un producto de dos n-ciclos. Por
tanto, para p > 2, podemos encontrar un p-ciclo y ∈ An tal que y = x−1z
para algún n-ciclo z, de forma que xy = z es un p′-elemento, ya que z es
un n-ciclo y p ≤ n − 1. Ahora si p = 2, podemos encontrar un 1 6= y ∈ An,
un conjugado (12)(34), tal que y = x−1z para algún n-ciclo z. Por tanto,
xy = z es un 2′-elemento.
A continuación, consideramos el caso nx ≥ 2 y p ≤ n/2. Entonces, como
mx = n, podemos escribir el p
′-elemento x = αβ como un producto disjunto
de (necesariamente) p′-elementos 1 6= α ∈ Sk y 1 6= β ∈ Sn−k, y observamos
que n > k ≥ n/2 ≥ máx{p, 5}, ya que n ≥ 10. Si p > 2, entonces por la
hipótesis de inducción aplicada al elemento α ∈ Sk, existe un p-elemento
1 6= y ∈ Ak tal que αy es un p′-elemento, por lo que xy = (αy)β es un
p′-elemento en G. Si p = 2, entonces el 2′-elemento α está contenido en
Ak. Aplicando la hipótesis de inducción a α ∈ Ak, podemos encontrar un
2-elemento y ∈ Ak tal que αy es un 2′-elemento, de donde xy = (αy)β es un
2′-elemento en G.
Ahora podemos suponer que p < n = mx < 2p; en particular, p ≥ 7 ya
que n ≥ 10. En este caso, nx ≤ mx/2 < p y p < mx + nx ≤ 3mx/2 < 3p.
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Suponemos primero que mx+nx 6= 2p. Entonces por (b), podemos encontrar
un p-ciclo y ∈ An y un (mx + nx − p)-ciclo z tal que x = zy−1, de forma
que se obtiene que xy = z es un p′-elemento. Finalmente, suponemos que
mx+nx = 2p. En este caso, de nuevo por (b), podemos encontrar un p-ciclo
y ∈ An y un (p+ 2)-ciclo z tal que x = zy−1, completando la prueba. 
Nota A.14. En este teorema basta encontrar un p-elemento y de forma
que xy es un p′-elemento, para x p′-elemento, mientras que para probar la
Conjetura 2.10 el elemento xy debeŕıa ser coprimo con p y con q, ya que en
la hipótesis y es ahora un q-elemento y x un p-elemento. Por ello, en algún
momento de la prueba, debeŕıamos obtener también que q divide a p− 2, lo
cual no es cierto para cualesquiera p y q primos. Por ello, esta prueba no es
trivialmente adaptable a la Conjetura 2.10.




En primer lugar, mostramos algunos grupos resolubles obtenidos en GAP
[12] que son los grupos de menor orden que no cumplen que para todo
x, y ∈ G tales que (o(x), o(y)) = 1, π(o(xy)) ⊆ π(o(x)o(y)). Es decir, los
grupos que no cumplen la Hipótesis 1 de la Sección 3.5 tales que todos
sus subgrupos propios, cocientes y subcocientes śı la cumplen. Mostramos
los grupos de la lista SmallGroups(n,p) hasta orden 2000 que nos ofrece el
programa, indicando al principio la n y la p, donde n es el orden del grupo y
p la posición en la lista de grupos de ese orden. (Recordamos que cualquier
grupo no resoluble, tampoco cumple la condición.)
150 5 -> ((C5 x C5) : C3) : C2
168 43 -> ((C2 x C2 x C2) : C7) : C3
294 7 -> ((C7 x C7) : C3) : C2
726 5 -> ((C11 x C11) : C3) : C2
750 6 -> (((C5 x C5) : C5) : C3) : C2
810 101 -> ((C3 x C3 x C3 x C3) : C5) : C2
1014 7 -> ((C13 x C13) : C3) : C2
1176 214 -> ((C7 x C7) : Q8) : C3
1210 7 -> ((C11 x C11) : C5) : C2
1500 123 -> ((C5 x ((C5 x C5) : C2)) : C2) : C3
1734 5 -> ((C17 x C17) : C3) : C2
En segundo lugar, mostramos algunos grupos que cumplen que para todo
elemento x, y ∈ G con (o(x), o(y)) = 1, (xy)G = xGyG. Es decir, mostramos
algunos de los grupos que cumplen la Hipótesis 3 del Caṕıtulo 5. Aqúı tan
solo incluimos una pequeña selección que ejemplifica la diversidad de gru-
pos que se obtienen y, por tanto, la dificultad de clasificarlos. Los primeros
cuatro ejemplos cumplen también la Hipótesis 2, es decir, son grupos con
la estructura del Teorema 5.1. De entre los ejemplos también se encuentran
algunos de los grupos del Teorema de Dade y Yadav (Teorema 5.2). Hay
otros ejemplos que son productos directos de los grupos anteriores. El resto
de los ejemplos no son de ninguno de los tipos mencionados. Al igual que
antes, son grupos obtenidos de la lista SmallGroups(n,p) que nos ofrece el
programa de GAP [12], indicando al principio la n y la p y a continuación
la estructura del grupo.
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6 1 -> S3
10 1 -> D10
12 3 -> A4
14 1 -> D14
36 10 -> S3 x S3
60 8 -> S3 x D10
72 41 -> (C3 x C3) : Q8
72 44 -> A4 x S3
84 8 -> S3 x D14
100 13 -> D10 x D10
108 40 -> (C3 x ((C3 x C3) : C2)) : C2
144 120 -> ((C3 x C3) : C4) : C4
200 42 -> ((C5 x C5) : C4) : C2
200 44 -> (C5 x C5) : Q8
300 23 -> ((C5 x C5) : C3) : C4
784 162 -> (C7 x C7) : Q16
1200 962 -> S3 x ((C5 x C5) : Q8)
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Bases de Sylow
En este apéndice vamos a estudiar la Cuestión 4, la cual pregunta cuáles son
los grupos que satisfacen la propiedad de que todo subgrupo de Sylow es S-
semipermutable. Recordamos que un subgrupo H de G es S-semipermutable
si conmuta con todos los subgrupos de Sylow de orden coprimo con H. Lla-
mamos conjunto de representantes de Sylow, a cualquier conjunto formado
por un p-subgrupo de Sylow, para cada primo p que divide a |G|. Recorda-
mos que una base de Sylow es un conjunto de representantes de Sylow con
la propiedad de que conmutan dos a dos. Por tanto, la cuestión anterior es
equivalente a preguntarnos cuáles son los grupos que satisfacen la propiedad
de que todo conjunto de representantes de Sylow es base de Sylow. Se tiene
que un grupo G es resoluble si y solo si contiene una base de Sylow [24, p.
90], por tanto, estos grupos son resolubles.
Nuestro objetivo es probar la siguiente condición suficiente para que un
grupo G cumpla que todo conjunto de representantes de Sylow es base de
Sylow en términos de los números de Sylow.
Teorema C.1. Sea G un grupo tal que sus números de Sylow son copri-
mos dos a dos. Entonces G cumple que todo conjunto de subgrupos de Sylow,
uno para cada primo divisor del orden del grupo, es una base de Sylow.
Veamos que el rećıproco es falso.
Ejemplo C.2. Sea G = H × K, donde H ∼= D14 y K es el producto
semidirecto de C3 actuando sobre C7. Este grupo cumple que todo conjunto
de subgrupos de Sylow, uno para cada primo divisor del orden del grupo, es
una base de Sylow pero tiene 1, 7, 7 como números de Sylow.
En primer lugar, observamos que los grupos que cumplen la hipótesis
del Teorema C.1 son resolubles.
Lema C.3. Sea G un grupo tal que sus números de Sylow son coprimos
dos a dos. Entones G es resoluble.
Antes de probar el lema anterior, vamos a definir el grafo de Sylow ΓS(G)
de un grupo G. Los vértices de ΓS(G) son los divisores primos de cualquier
número de Sylow de G y dos vértices p y q están conectados por un eje si pq
divide a algún número de Sylow. El conjunto de números de Sylow, ns(G),
está compuesto por los números de Sylow distintos de 1 y tiene cardinal
menor o igual que π(G). Este grafo fue estudiado por Zhang en [45]. En el
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mismo art́ıculo (Teorema 3) prueba que si el grafo de Sylow de un grupo es
disconexo, entonces el grupo no es simple. Nótese que en [15] se considera
una definición diferente del grafo de Sylow.
Nota C.4. Existen numerosos art́ıculos en los que trabajan con este
grafo pero tomando como vértices los divisores primos de los grados de
caracteres del grupo o los divisores primos de las longitudes de las clases
de conjugación. Se puede ver (en [28]) que estos grafos tienen acotado el
número de componentes conexas, lo cual no ocurre en el caso del grafo de
Sylow. En efecto, siempre se puede crear un grupo de forma que los números
de Sylow sean todos los primos que dividen al orden del grupo y entonces,
en este caso, habrá tantas componentes conexas como primos en π(G).
El siguiente lema, bien conocido, nos proporciona información sobre los
números de Sylow de los subgrupos normales y los grupos cocientes de un
grupo finito.
Lema C.5. Sean G un grupo y N un subgrupo normal de G. Sea p un
primo. Entonces
(i) νp(N) divide a νp(G).
(ii) νp(G/N) divide a νp(G).
Demostración. Sea P ∈ Sylp(G) y sea PN/N ∈ Sylp(G/N). Entonces
νp(G/N) = |G/N : NG/N (PN/N)| =
= |G/N : NG(P )N/N | =
= |G : NG(P )|/|NG(P )N : NG(P )| =
= |G : NG(P )|/|N : NN (P )| =
= νp(G)/|N : NN (P )|
Se deduce de forma inmediata que νp(G/N) divide a νp(G). Para ver (i),
basta observar que NN (P ) = NG(P ) ∩N y que νp(N) = |N : NN (P ∩N)|
divide a |N : NN (P )| ya que NN (P ) es subgrupo de NN (P ∩N). 
Demostración del Lema C.3. Sea G contraejemplo minimal. Quere-
mos ver, en primer lugar, que G no es simple. Si suponemos que hay al menos
2 números de Sylow distintos de 1, entonces el grafo de Sylow asociado a G
es disconexo. Ahora, por el Teorema 3 de [45] deducimos que G no es simple.
Luego, podemos suponer que hay un único número de Sylow distinto de 1.
Entonces G tiene como mucho un primo p para el que sus p-subgrupos de
Sylow no son normales, para algún primo p ∈ π(G). Por tanto, G es reso-
luble. Aśı, hemos probado que G no es simple. Sea N un subgrupo normal
minimal de G. Por el lema anterior, sabemos que los números de Sylow de
N y de G/N son también coprimos dos a dos. Si N no es resoluble, llegamos
a una contradicción con la minimalidad de G. Por tanto, N es abeliano.
Como G no es resoluble, entonces G/N no es resoluble y llegamos de nuevo
a contradicción con la minimalidad de G. 
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Sabemos que dos bases de Sylow cualesquiera de un grupo resoluble
son conjugadas, véase, por ejemplo, el Teorema 9.3.2. de [36]. Dado π un
conjunto de primos tal que π ⊆ π(G), definimos π-base de Sylow como un
conjunto de subgrupos de Sylow, uno para cada primo de π, con la propiedad
de que conmutan dos a dos. A continuación, vamos a probar que dos π-bases
de Sylow cualesquiera son también conjugadas.
Lema C.6. Sea π un conjunto de primos que dividen al orden de un grupo
resoluble G. Entonces dos π-bases de Sylow cualesquiera son conjugadas.
Demostración. Sean (P1, . . . , Pr) y (Q1, . . . , Qr) dos π-bases de Sy-
low de G. Por tanto, P1 · · ·Pr y Q1 · · ·Qr son π-subgrupos de Hall de
G. Entonces por la Teoŕıa de Hall, existe un elemento g ∈ G tal que
P1 · · ·Pr = (Q1 · · ·Qr)g. Además, (Q1 · · ·Qr)g = Qg1 · · ·Q
g
r . Denotamos por
H al subgrupo Qg1 · · ·Q
g
r . Aśı, P1 · · ·Pr = H = Qg1 · · ·Q
g
r . Entonces tene-
mos que (P1, . . . , Pr) y (Q
g
1, . . . , Q
g
r) son bases de Sylow de H. Veamos la
razón. Por un lado, como (P1, . . . , Pr) es π-base de Sylow de G, también
es base de Sylow de H. Por otro lado, como (Q1, . . . , Qr) es π-base de Sy-
low de G, tenemos que los Qi conmutan dos a dos, es decir, QiQj = QjQi







i , es decir, (Q
g
1, . . . , Q
g
r) es base de Sylow de H. Por
tanto, podemos aplicar el resultado general y obtenemos que (P1, . . . , Pr) y
(Qg1, . . . , Q
g
r) son conjugadas en H. Luego, existe un elemento h de H tal que
P hi = Q
g
i para todo i ∈ {1, . . . , r}. Por tanto, Pi = Q
gh−1
i y aśı (P1, . . . , Pr)
y (Q1, . . . , Qr) son conjugadas en G. 
Ahora, probamos el Teorema C.1, el cual reescribimos a continuación.
Teorema C.7. Sea G un grupo tal que sus números de Sylow son co-
primos dos a dos. Entonces G cumple que todo conjunto de representantes
de Sylow es una base de Sylow.
Demostración. Por el Lema C.3, tenemos que G es resoluble. Sean
p y q dos primos diferentes que dividen al orden de G y sea π = {p, q}.
Sean P un p-subgrupo de Sylow de G y Q un q-subgrupo de Sylow de G.
Si (νp, νq) = 1, se tiene que (|G : NG(P )|, |G : NG(Q)|) = 1. Aśı obtenemos
que G = NG(P )NG(Q) y se da la siguiente igualdad:
|G : NG(P ) ∩NG(Q)| = |G : NG(P )||G : NG(Q)|.
Por otro lado, H = {(P,Q) | (P,Q) π − base} es el conjunto de todas las
{p, q}-bases de G. Como dos π-bases cualesquiera son conjugadas se tiene
que
|H| = |G : StabH(P,Q)| = |G : NG(P ) ∩NG(Q)|.
Por tanto, (P,Q) es una π-base de Sylow. Aśı hemos visto que dados dos
primos cualesquiera de G, los subgrupos de Sylow asociados a cada primo
conmutan. Por tanto, Pi conmuta con Pj para cualesquiera pi 6= pj primos
que dividen a |G| y obtenemos el resultado. 
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